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Résumé

Les Problemes de Satisfaction de Contraintes per-
mettent de modéliser de facon expressive et déclarative
les problemes. De leur coté, les solveurs dédiés au pro-
bleme de satisfaisabilité (SAT) peuvent gérer de gigan-
tesques instances SAT. Nous présentons donc une tech-
nique pour modéliser de facon expressive les problemes
sur les contraintes ensemblistes et pour les encoder auto-
matiquement en SAT. Notre technique est expressive et
moins sujette aux erreurs. Nous I'appliquons au probéme
du Social Golfer en essayant de casser des symmétries du
probleme.

Abstract

Constraint Satisfaction Problems allow one to ex-
pressively model problems. On the other hand, propo-
sitional satisfiability problem (SAT) solvers can handle
huge SAT instances. We thus present a technique to ex-
pressively model set constraint problems and to encode
them automatically into SAT instances. Our technique
is expressive and less error-prone. We apply it to the
Social Golfer Problem and to symmetry breaking of the
problem.

1 Introduction

La plupart des problemes combinatoires peuvent
étre formulés comme des problemes de satisfaction de
contraintes (CSP) [15]. Un CSP est défini par des
variables et des contraintes reliant ces variables. Ré-
soudre un CSP consiste a trouver des affectations des
variables qui satisfont les contraintes. Une des plus
grandes forces des CSP est I'expressivité : les variables
peuvent étre de différents types (domaines finis, in-
tervalles, ensembles, ...) et les contraintes également
(linéaires ou non, arithmétiques, ensembliste, boo-
léennes, ...). Par ailleurs, le probleme de satisfiabilité
(SAT) [12] est restreint, en terme d’expressivité, aux

variables booléennes et aux formules propositionnelles.
Cependant, de nos jours, les solveurs SAT peuvent ma-
nipuler des instances SAT gigantesques (plusieurs mil-
lions de variables et de clauses). Il est donc intéressant
d’encoder les CSP en SAT (e.g., [3, 5]) afin de béné-
ficier de l'expressivité des CSP et de la puissance de
SAT.

Nous nous intéressons ici a I’encodage de contraintes
ensemblistes CSP en instances SAT. Dans la commu-
nauté de la programmation par contraintes, plusieurs
systemes pour les contraintes ensemblistes ont été réa-
lisés (e.g., bibliotheques [14], intégré a un solveur [1]).
Ces travaux ont montré que de nombreux problemes
peuvent étre modélisés facilement avec des ensembles.

Coder des problemes (et des contraintes ensem-
blistes) directement en SAT est fastidieux (e.g., [16]
ou [13]). De plus, optimiser les instances en terme de
nombre de variables et clauses conduit rapidement a
des modeles tres complexes et illisibles dans lesquels se
glissent facilement des erreurs. Ainsi, notre approche
est basée sur I’encodage automatique des contraintes
ensemblistes en instances SAT. Pour ce faire, nous dé-
finissons des regles (<) qui encodent les contraintes
ensemblistes (telles que l'intersection, 'union, ’appar-
tenance ou le cardinal) dans les clauses et variables
SAT correspondantes. L’avantage est que le langage
de modélisation (i.e., les contraintes ensemblistes clas-
siques) est déclaratif, expressif, simple et lisible. Nous
avons utilisé cette technique pour divers problemes,
et les instances SAT automatiquement générées sont
de complexité similaire aux instances générées "a la
main”. De plus, leur résolution avec un solveur SAT
standard (dans notre cas Minisat) est efficace.

Nous illustrons notre approche avec le probleme du
Social Golfer : g golfeurs jouent chaque semaine du-
rant w semaines, répartis dans g groupes de p golfeurs



(¢ = p.g); comment programmer le calendrier de ces
golfeurs afin qu’aucun d’eux ne joue plus d’une fois
dans le méme groupe qu’un autre golfeur ?

Des travaux d’encodage tels que [3] et [5] étudient la
relation entre la résolution SAT et CSP (en terme de
propriétés telles que la consistance) des contraintes sur
les domaines finis. Nous sommes nous intéressés par
un autre type de contraintes. Pour le probleme du So-
cial Golfer (SGP), le travail le plus proche est [16] qui
est une révision et une amélioration de [13]. Alors que
ces travaux présente l’encodage direct en SAT, nous
nous intéressons a un langage de modélisation de plus
haut niveau qui est automatiquement transformé en
instances SAT. [16] propose également des techniques
pour casser les symétries afin d’améliorer le modele;
quelques une de ces symétries disparaissent naturelle-
ment avec les ensembles (e.g., permutations dues au
numérotage des joueurs dans un groupe). Les symé-
tries restantes peuvent étre facilement cassées dans
notre modele, soit en ajoutant des contraintes ou en
raffinant le modele.

Il est & noter que nous utilisons la contrainte globale
de cardinalité de [4] pour encoder la cardinalité des
ensembles.

2 Encodage des contraintes ensemblistes

Nous présentons ’encodage de contraintes ensem-
blistes classiques en CSP (e.g., €, U, N, ...) dans des
clauses SAT.

Univers et Supports. De facon informelle, I'univers
est I’ensemble des éléments qui sont utilisés dans le
modele d’un certain probleme, et le support F d’un
ensemble F' de ce modele est I’ensemble des éléments
potentiellement dans F' (i.e., F est un sur-ensemble de

Definition 1 Soit P un probleme, et M un modéle
de P dans L, i.e., une transcription de P du langage
naturel au langage de contraintes L.
— lunivers U de M est un ensemble fini de
constantes ;
— le support de l’ensemble F' du modéle M est un
sous-ensemble de 'univers U ; nous le notons F.
F représente les éléments de U qui sont possi-
blement éléments de F' :

FCFCU et FeP(F)

ot P(F) = {A|A C F} est l’ensemble des parties
de F.

Tout élément de U \ F ne peut faire partie de F.
Les majuscules (e.g., F') désignent des ensembles, et
les majuscules calligraphiques (e.g., F) leur support.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion, nous abrégeons "1’en-
semble F' du modele M” par "I’ensemble F”. Considé-
rons un modele M avec 'univers U, et un ensemble
F sur F. Pour chaque x de F, nous considérons une
variable booléenne zx qui est vraie si x € F et fausse
autrement. Nous appelons I’ensemble de ces variables,
les variables support de F'. Par la suite, nous écrivons
TF pour xx = true et ~xF pour xr = false.

La regle d’encodage <,.. Dans la suite, nous
considérons 3 ensembles F', G, et H sur leurs supports
respectifs F, G et H et 'univers U, et pour chaque
x € U les diverses variables booléennes xr , xg, et
23 comme défini au-dessus. |G| dénote le cardinal de
I’ensemble G.

Nous ne forgons pas les supports a étre "minimaux” :
par exemple, pour la contrainte F' = G, les ensembles
F\G et G\ F peuvent étre non vides, alors que F'\ G
et G\ F doivent étre vides. Ces cas sont considérés
par I’encodage. Permettre aux supports de ne pas étre
minimaux facilite les processus de modélisation. Par
contre, 'utilisation de supports réduits limite la taille
des instances SAT générées.

Les clauses qui sont générées par la regle d’encodage
Sene sont de la forme Vo € F, ¢(xr) qui réprésente
les |F| formules ¢(zF) construites pour chaque élé-
ment z du support F de F' (x réfere a 1’élément du sup-
port/univers, et zz a la variable representant x pour
l’ensemble F'). Pour la contrainte d’appartenance, la
regle n’est pas quantifiée; pour les multi-intersection
et multi-union, un quantificateur universel addition-
nel sur 7 est utilisé pour dénoter un ensemble de regles
d’encodage, chacune reliée a un des ensembles F;.

Le tableau 1 présente nos regles pour les contraintes
ensemblistes : d’abord la contrainte, puis son enco-
dage en SAT, et finalement le nombre de clauses gé-
nérées. Des contraintes telles que « ¢ F ou F # G
sont définies de fagon similaire & des contraintes défi-
nies dans le tableau 1. De plus, les contraintes peuvent
étre reliées par les connecteurs V, A, et —. Dans notre
implémentation pour générer les instances SAT, le ré-
sultat d’une union doit étre stocké dans un ensemble.
Ainsi, H = (J]_, F; est équivalent & H = Fy U Hy,
H, = Fy U Hy, ... La contrainte de multi-union ré-
duit significativement le nombre de variables (pour les
ensembles intermédiaires H;).

3 Encodage SAT pour les modeéles a
contraintes ensemblistes

Parmi les divers modeles SAT pour le SGP, le plus
classique est 1'encodage direct (DE) [16] (qui est déja
une révision de [13]). [16] propose également une va-
riante de DE utilisant des variables intermédiaires.
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Nous 17appellerons TME. Nous proposons un modele
pour le SGP & base de contraintes ensemblistes, indé-
pendantes des solveurs. Ces contraintes sont ensuite
encodées en SAT grace & nos regles < ..

Modele ensembliste Une instance du probleme est
donnée par un triplet g —p —w : p joueurs par groupe,
g groupes par semaine, et w semaines. L’univers est
I'ensemble des golfeurs P = {p1,...,p,} avec ¢ = g.p
le nombre total de golfeurs. Nous avons besoin de w.g
variables ensemblistes pour modéliser les groupes G 1,

.., Gy g. L’ensemble G; ; représente le groupe j de la
semaine ¢ et est sur le support G; ; = P. Chaque G, ;
contiendra p joueurs de P. Les supports sont "mini-
maux” : ils ne peuvent pas étre réduits sans perdre de
solutions (symétriques). Voici les contraintes du pro-
bleme du Social Golfer.

— p joueurs par groupe chaque semaine

Vie [l.w],Vjel.gl, |Gijl=p (1)

— Chaque golfeur joue chaque semaine

U Gi=7P (2)

Jj=1l.g

Vi € [1..w)

— Un golfeur ne joue pas dans deux groupes la
méme semaine

Vi € [1..w)

] () Giy=0 (3)

j=1l..g

Les contraintes (3) ne sont pas nécessaires car
elles sont impliquées par les contraintes (1)
et (2).

— Deux joueurs ne peuvent pas jouer deux fois dans
le méme groupe

Vwy, we € [1.w], p;,pj € P,

g1,92 € [L..g],w1 >wa A i>3 A (4)
Di € Guygo ADj € Guyyg
ADi € Guygy = P E Gusigs

Une autre formulation peut étre donnée en uti-
lisant les contraintes de cardinalité :

Vwy, wy € [1.w], g1, 92 € [1..9],
wy >w2 A g1 2>g2 A
‘Gwl,sh N Gw2192‘ S 1 (5)

SCE : encodage des contraintes ensemblistes A
partir du modele ci-dessus, nos regles <, d’encodage
vont automatiquement générer I'instance SAT corres-
pondante (voir section 2). Le nombre de clauses géné-
rées est :

— Les contramtes (1) generent w.g-w. (gp +
1

R[4 |+ (T +1) = (S + 1)
clauses avec ugg = 1u1p = gp et /P =

qu 1 +H2ud P +udl | La complexité de la formule
générée par les contraintes (1) est O(w?.g%.p?).
— Les contraintes (2) géneérent w.g.p clauses.
— Les contraintes (4) générent w.(w — 1).g.(g +
1).q.(g — 1)/2) clauses (O(w?.g*.p?)) et les

contraintes (5) générent wq((w - 1)/3)9((9 +
D/2)-3.0.(a + Si2ul(l5] + D51+ 1) -
(% +1)]) clauses (O(w?.g°.p?)).

Complexité des instances SAT Puisque la com-

plexité des contraintes (4) est O(w?.g*.p?) alors que

la complexité des contraintes (5) est O(w?.g°.p%),
nous nous concentrerons sur la formulation avec
implications (contraintes (4)). La complexité des
instances SAT générées par l’encodage du modele
par contraintes ensemblistes (SCE) constitué des

contraintes (1), (2), et (4) est O(w?.g*.p?).

Post-traitement par propagation unitaire La
propagation unitaire est un procédé simple pour élimi-
ner des clauses unitaires (des clauses avec uniquement
des littéraux faux et un littéral libre) en donnant la
valeur vrai aux littéraux libres. Cette valuation peut
donner de nouvelles clauses unitaires, et le procédé est
alors itéré jusqu’a atteindre un point fixe. Les algo-
rithmes de propagation unitaire peuvent significative-
ment réduire : 1) la taille des instances, 2) le nombre de
variables et 3) le temps de résolution. Il est & noter que
I’encodage que nous avons choisi pour la contrainte de
cardinalité génere de nombreuses clauses unitaires qui
disparaissent avec la propagation unitaire.

4 Suppression de symétries pour le SGP

Retirer des solutions symétriques facilite le travail
d’un solveur complet. Le probleme du Social Gol-
fer possede de nombreuses symétries : la position
d’un joueur dans un groupe n’est pas pertinente; les
groupes d’une semaine peuvent étre renumérotés; les
semaines peuvent étre permutées, La suppres-
sion de symétries consiste a éliminer les symétries par
I’ajout de nouvelles contraintes ou la modification du
modele. [13] propose des clauses pour retirer les sy-
métries entre les joueurs, pour ordonner les groupes
d’une semaine, et pour ordonner les semaines. Cepen-
dant, ces clauses deviennent de plus en plus complexes
et des erreurs peuvent facilement s’introduire. En fait,
[16] corrige les clauses pour la suppression de symétries
de [13] (erreurs d’indices principalement dans les nom-
breux opérateurs \/ et /\). Nous appelons cet encodage

TMESB. D’autres symétries peuvent étre supprimées



([11] ou [10]). Toutes les symétries peuvent étre sup-
primées [7], mais au coflit d’un nombre super exponen-
tielle de contraintes qui ne peut pas étre considéré en
pratique.

Avec notre langage nous pouvons supprimer les sy-
métries en ajoutant de nouvelles contraintes au modele
initial ou en raffinant ce modele par modification de
supports et contraintes; Notre modele étant différent
de celui de [16], nous n’avons pas les mémes symétries.
Nous essayons cependant de supprimer les similaires.
Le premier groupe de suppression de symétries (SB1)
consiste a remplir la premiere semaine : les p premiers
joueurs dans le ler groupe, les p suivants dans le se-
cond, et ainsi de suite. Afin de completer SB1, nous
considérons le groupe SB2 : les p premiers joueurs
(qui ont déja joué ensemble dans le ler groupe de la
lére semaine grace & SB1) sont répartis dans différents
groupes chaque semaine. Quand p est plus grand que
g il est clair que le probleme n’a pas de solution. Par
la suite nous considérons donc que g > p.

Suppression de symétries pour le modele en-
sembliste par ajout de contraintes Pour SBI,
il suffit d’ajouter les contraintes suivantes au modele
SCE.

Vi€ [1.p.g],pi € G1,i giv (p+1) (6)

Pour le 2éme groupe S B2 de suppression de symétries,
les contraintes nécessaires sont également simples :

Vi € [2w],V] S [1..p],pj (S Giﬁj (7)

Ces contraintes augmentent le nombre de clauses des
instances SAT générées, mais toutes ces nouvelles
clauses sont unitaires et vont donc étre utilisées (puis
disparaitre) par propagation unitaire. L’encodage SAT
de ce modele ensembliste avec suppression de symé-
tries par ajout de contraintes est nommé SCESBC ¢t
consiste en les contraintes (1), (2), (4), (6) et (7).

Suppression de symétries par modification du
modele. Bien que cela soit plus ennuyeux, cela ré-
duit les supports des ensembles et les cardinalités, et
par conséquent la taille des instances SAT générées.
Pour SB1 'unique modification consiste & modifier le
support des groupes de la lére semaine et a fixer ses
groupes :

Vi€ [1..9],G1i = {P14(i—1).g> - - - Pp+(i—1).q}
and Vi€ [1..9],G1; =G1, (8)

Les autres ensembles, variables, et contraintes restent

inchangés. Pour SB2, nous changeons les variables de

groupes. Plutét que les G; j, nous considérons les en-
! !/ .

sembles G} ¢,..., G, , tels que :

— pour la lere semaine G ; = GQJ- ;
— pour les semaines suivantes G; j = G} ; U{p;} si
j <p, Gij =G sinon.

Le support des G, (i.e., les groupes de la lere
semaine) sont définis comme avec SB1. Puisque les
p premiers joueurs sont répartis sur les p premiers
groupes de chaque semaine, les supports des autres
groupes peuvent étre réduits & P’ = {pp41,...,pq}, €t
Vi € [Qw],V] S [1..g],gm =P
P joueurs par groupe chaque semaine. Les
contraintes (1) doivent étre remplacées par les
contraintes (9)—(11).

Viell.gl, |Gil=p (9)
Vi € [2.w],Vi € [1..p], |G;l\ =p—1 (10)

Vi€ 2wl Viep+1.g], |Gjl=p

Chaque joueur joue chaque semaine. Les
contraintes (12) remplacent les contraintes (2).

RS [2w] U Gjﬂ‘ =P

i=1..g

(12)

Deux joueurs ne peuvent pas jouer deux fois
dans le méme groupe. Les contraintes (4) sont
remplacées par les contraintes (13)—(17). Puisque 2
groupes G;; avec j < p et ¢ > 1 ont le joueur p;
en commun, les groupes correspondants va j (dont les
supports ne contiennent pas les p;, I < p) ne peuvent
pas avoir d’autres joueurs pg en commun :

Ywy, wy € [2..w], p; € P, g1 € [1..p], w1 > wa,
pi € G, — pi € G,

wi1,g91 w2,9g1 (13)
La relation entre les autres paires de groupes ne change
pas.

Entre un groupe de la lére semaine (sauf le ler groupe)

et les groupes des autres semaines :

i>j,pi €G, Npj€G, N (14)
Di € Giﬂhgz - pj ¢ G:Lvl,gz

Entre deux groupes (sauf de la lére semaine) de méme
numéro avec un indice supérieur a p :

Vwi, we € [2.w], pi,p; €P, g1 € [p+1..g],
w1 > Wa, i>j’pi€qu1,g1/\ijG/ A

w1,91
1

!
Di € Gw27gl - pj gGU}QﬁQl

Entre deux groupes (sauf de la lére semaine) de nu-
méros différents :

(15)

Ywi,we € [2.w], pi,pj € P, 91,92 € [1..g],
w1 > W2, g1 #927 i>j7pi€G{wl,g1 A
ijG;Uhm A piGG/ — png/

w2,g2 w2,92

(16)



L’encodage SAT du modele ensembliste avec sup-
pression de symétries par modification de modele est

nommé SCESBM et est composé des contraintes (8)-
(17).

5 Comparaisons de modeles

Le tableau 2 résume les codages (décrits aupara-
vant) que nous comparons dans la prochaine section.
NOMyp dénote le codage NOM apres propagation
unitaire.

Expressivité. Les variables de notre modele ensem-
bliste sont bien plus simples : 2 indices au lieu de 4, ceci
les rendant plus lisibles. En fait, nous n’avons pas & nu-
méroter les positions dans un groupe, et nous n’avons
pas a ajouter un index pour représenter le numéro du
joueur. La seconde différence est la simplicité et la li-
sibilité des contraintes. De fait, les contraintes ensem-
blistes sont plus expressives que de pures clauses SAT.
Ensuite, ’encodage en SAT est fait par les regles < ¢ .
L’avantage est double : 1) les contraintes sont lisibles,
expressives, faciles a modifier, et le modele qui en ré-
sulte est donc plus compréhensible ; 2) moins de fautes
peuvent s’introduire car le procédé de modélisation est
beaucoup plus simple et léger. De plus, le modele en-
sembliste est indépendant des solveurs : le méme mo-
dele (exceptée 'exacte syntaxe) peut étre résolu pas
un solveur CSP sur les ensembles ou par un solveur
SAT apres encodage par les régles <.

En résumé, en terme d’expressivité, lisibilité, sensi-
bilité aux erreurs, et indépendance aux solveurs, notre
modele ensembliste est supérieur & un encodage direct
tel que DE ou TME. La suppression de symétries est
également plus simple dans notre modele.

Structure du modele Afin de comparer les en-
codages, nous avons généré des instances du SGP
avec : 'encodage direct DE, celui de Triska-Musliu [16]
(TME), et notre encodage de modele ensembliste avec
propagation unitaire (SCE(;p) et sans (SCE). Dans
le tableau 3, chaque instance est définie par le tri-
plet (groupes, joueurs par groupe, semaines) et pour
chaque encodage, le nombre de clauses et variables (gé-
nérées). L’encodage le plus petit pour chaque instance
est en gras. On ne peut pas comparer les encodages
uniquement par leur taille. Cependant, les tres grosses
instances ne sont pas résolvables, due aux limites de
mémoires. Il est donc primordial de générer des ins-
tances les plus petites possibles.

L’encodage direct (DE) est clairement inutilisable
quand le nombre de joueurs ou de groupes grossit :
le nombre de clauses explose immédiatement. Avec
I'introduction de variables intermédiaires, le nombre
de clauses est moins important pour TME, mais le

nombre de variables grossit tout de méme. SCE pro-
duit plus de variables mais moins de clauses. Comme
supposé, SCE{yp produit '’encodage le plus intéressant
en terme de variables et clauses : en fait, SCE génere
de nombreuses clauses unitaires ou binaires (section 3)
qui disparaissent apres propagation unitaire.

Impact de la suppression de symétries Nous
avons appliqué les 2 groupes de suppression de
symétries présentés en section 4; les résultats sont
présentés dans le tableau 3. Pour TME, I'introduction
de contraintes supplémentaires augmente le nombre
de clauses (environ 10% de clauses supplémentaires),
et le nombre de variables ne change pas. Il est a
noter que la propagation unitaire est inutile pour
les instances TME et TMESB7 car ces instances ne
posseédent pas de clauses unitaires. Pour SCE, la
suppression de symétries par ajout de contraintes
accroit de fagon négligeable le nombre de contraintes
(voir SCESBC). La suppression de symétrie par
modification du modele (SCESBM) réduit significa-
tivement la taille des instances SAT générées : de
20 & 60% de variables en moins et de 40 & 60% de
clauses en moins. Cette réduction significative est
due a la réduction des supports et aux contraintes de
cardinalité.

Sans propagation unitaire, les
SCESBM gopt toujours les plus petites en terme de
nombre de clauses. La propagation unitaire n’a aucun
impact sur TME. Cependant son impact est signifi-
catif sur SCE, SCESBM ¢t SCESBC. pour SCE, la
propagation unitaire divise le nombre de variables par
un facteur de 6 a 25 : ceci est principalement da aux
variables des contraintes de cardinalité. Le nombre
de clauses est réduit d’environ 10%. Pour SCESBC,
la propagation unitaire réduit encore plus le nombre
de variables (jusqu’a 30 fois moins de variables).
Le nombre de clauses est lui réduit de 30 & 60%.
Pour SCESBM7 la propagation unitaire est moins
spectaculaire : en fait, le modele intiale est lui-méme
réduit. Cependant, le nombre de variables est divisé
par un facteur de 5 a 15. Le nombre de clauses est
réduit d’environ 10%.

En résumé, la propagation unitaire est plus bé-
néfique a SCESBC; cependant, SCEISJ]%)M donne
toujours les meilleures instances en terme de nombre
de variables et clauses.

instances de

6 Analyse expérimentale

Nous comparons maintenant 'efficacité des enco-
dages en terme de temps de résolution, et pour cela,
nous utilisons le solveur MiniSat [9]. SatELite [8] est
un pré-traitement de Minisat qui réduit énormément



TABLE 2 — Liste des encodages

’ Nom ‘ Description

\ Contraintes

DE Encodage direct

TME encodage Triska-Musliu

TMESB TME avec suppression de symétries

SCE

encodage SAT du modele ensembliste

gCpSBC

SCE avec suppression de symétries par ajout de contraintes

gCpSBM

SCE avec suppression de symétries par modification de modele

NAMEp

encodage apres propagation unitaire

TABLE 3 — Taille des instances générées avec différents encodages.

TMESD
var | cl.
x103

SCE
var cl.
x10%

DE
var | cl.
%108

TME
var | cl.
x10%

Prob.

scpSBM

var cl.

SBC SBM
SCE SCEYR

var cl.
x 103 x103

SBC
SCEGP
var | cl.
x10%

SCEyp

var cl. var | cl.

x10° x10°

1 800 60
2100 79
5 120 323
6 400 483
6 144 121j| 7 680 675/ 7 680 776
7168 1701 8 960, 898 8 96011 016
8-4-8 || 8 192 22710 2401 153||10 2401 288| 77 088 978
8-4-9 || 9 216| 29211 5201 441|[11 5201 592|| 94 7841 243
8-4-10/{10 240, 36512 8001 759|[12 8001 928114 2721 540
9-4-6 || 7 776/ 196|| 9 72011 048|| 9 7201 191|117 324 858
9-4-7 || 9 072 27411 3401 401|]11 3401 568|[157 2841 180,
9-4-8 [[10 368 36612 9601 805([12 9601 996|203 0761 553
9-4-9 ||11 664
9-4-10/{12 960,

18000 71
2100 92
5120 390
6 400 567

8 625 50
11 110, 68
24 224 235
34 752 373
47 072 543
61 184 744

5-3-6
5-3-7
8-4-4
8-4-5
8-4-6
8-4-7

1 350 3
1575 4
4096 48
5120 81

5702 21

7734 30
14 192 96
22 476
32 552
44 420
58 080
73 532
90 776
46 344
63 368
82 984
470|[14 5802 261||14 58012 261|[254 7001 976|105 1921 176|254 7001 977|[11 016/1 8788 0401 040
588||16 2002 767||16 2003 0061312 1562 451{(129 992/1 496|312 1562 451|[12 24072 342||9 056/1 33410 116/l 658

980 23
1176 34
2 580, 92
3 4401 176
4 300 288
5 160
6 020 593
6 880 786
7 740/1 006
5 620
6 744 701
7 868 975
8 992]1 294

8 625 50
11 110, 68
24 224 235
34 752 373
47 072 543
61 184 744
542|| 77 088 978
711} 94 78411 243
902|114 2721 540
448|117 324 858
652/[157 284{1 180
895203 076[1 553

14100 44| 860 18
1645 601 032 26
3840 2052 376 78
4 800 3353 168 149
5 760 4983 960 243
6 720 6924 752 361
7680 9185 544 500
8 6401 1756 336 663
9 6001 465|(7 128 848
7 344 7935 620, 472
8 5681 104/6 008 562
9 7921 465|(7 024 783

173
273
396

le nombre de clauses (e.g., en utilisant de la détection
de subsomptions) et variables (e.g., en éliminant les
littéraux purs). Ce pré-traitement a un coiit, mais il
améliore généralement le temps global de résolution. Il
peut aussi étre désactivé. Le tableau 4 représente les
temps de résolution de Minisat, avec ou sans le pré-
traitement SatElite.

Les expérimentations sont réalisées avec un CPU In-
tel Core i5-2540M cadencé a 2.60GHz CPU et 4 GB
RAM. Pour chaque résolution, un temps limite de 300
secondes est accordé (™-” si le temps limite est expiré).
De plus longs temps d’execution on été testés, mais
aucune différence significative n’a été observée. Les ré-
sultats pour ’encodage DE ne sont pas présentés car,
comme supposé, aucun résultats n’a été otenu dans un
temps raisonnable.

Le tableau 4 montre que l'utilité de SatElite est
difficile a prédire : selon les instances, il peut si-
gnificativement améliorer ou détériorer les résultats.
En moyenne, il n’améliore pas les résultats, et les

meilleurs temps de résolution sont obtenus sans ce pré-
traitement. La suppression de symétries par modifi-
cation du modele (SCESBM) donne les meilleurs (ou
trés proche du meilleur) résultats, avec ou sans pré-
traitement. La propagation unitaire a peu d’influence
sur les temps de résolution pour I'’encodage SCESBM,
La suppression de symétries par ajout de contraintes
(SCESBC) n’améliore pas, sauf quand la propagation
unitaire est appliquée (SCE%%C). En fait, SCEISJ%C

obtient des résultats aussi bons que SCESBM, Sup-
primer les symétries dans TME est plutét un procédé
fluctuant : selon les instances et 1'usage ou non de Sat-
ELite, les résultats sont significativement améliorés ou
dégradés.

En résumé, les meilleurs résultats sont obtenus avec
notre modele contraintes ensemblistes, avec SCEISJ]%C
quand le pré-traitement est appliqué, ou de maniere

prédominante avec SCESB quand le pré-traitement
n’est pas appliqué. Finalement, les meilleurs résultats

427

472




TABLE 4 — Temps de résolution Minisat

2 2| 2| o B 2o 2 AR IR D

= @ ) ) 2 | ne = &) 5) 5 2| 2| e

= 2 8 o o ol 3| & = 2 8 o & 8| 38| 8

Prob. = = ©n 0 0 5] »n 1) = = N N 9! N 9! 19p)

avec SatElite sans SatElite

5-3-6 8.92| 0.69| 0.18| 0.06| 0.12| 0.12| 0.07| 0.04 9.37| 0.30| 1.05/0.01|0.01| 0.26(0.01|0.01
5-3-7 1198.28|13.37| 1.42| 0.13| 1.21| 5.09| 0.09| 0.08|| 97.47(24.86| 9.19/0.06| 0.13| 5.67| 1.79| 0.28
8-4-4 1.04| 1.33] 0.97| 0.32]| 1.19| 0.90| 0.29|0.27| 0.05| 0.23| 0.09{0.03| 0.07| 0.07/0.03|0.03
8-4-5 2.26| 2.64| 1.93| 0.86| 2.51| 1.89| 0.84| 0.78 0.08| 0.58| 0.13| 0.06| 0.11| 0.06(0.05| 0.07
8-4-6 4.44| 5.16| 3.65| 1.87| 4.74| 3.65| 1.82| 1.71 0.25| 3.58| 0.27| 0.14| 0.18| 0.19(0.08| 0.09
8-4-7 |134.25|94.68| 8.66| 3.59| 8.52| 7.52| 3.64| 3.46|| 27.05(25.88| 3.53|0.48| 1.71| 1.94| 0.56| 0.98
8-4-8 - - - - - - - - - - - - - - - -
8-4-9 - - - - - - - - - - - - - - - -
8-4-10 - - - - - - - - - - - - - - - -
9-4-6 8.45(10.52(11.24| 3.15[10.34|11.10| 2.71| 4.58 0.23| 3.72| 0.37| 0.13| 0.29| 0.25(0.11| 0.13
9-4-7 1/13.69(27.16|18.95| 5.80| 17.8(19.04| 5.12| 8.76 0.31| 6.61| 0.58| 0.22| 0.51| 0.36{0.14| 0.24
9-4-8 - -131.87(11.10(29.60|31.48|12.72|14.90(/247.83 -114.66| 5.03| 1.10]20.93| 2.62|0.68
9-4-9 - - - - - - - - - - - - - - - -
9-4-10 - - - - - - - - - - - - - - - -

sont obtenus sans pré-traitement.

7 Discussion et Conclusion

Modélisation. Modéliser un probleme avec des
contraintes ensemblistes et ensuite générer automati-
quement 'instance SAT correspondante est beaucoup
plus simple que d’écrire directement les instances SAT
comme avec DE ou TME. La suppression des symé-
tries est plutot ardue dans les encodages directs, et
tres simple par ajout de contraintes dans le modele
ensembliste (un peu plus ardue par rafinement de mo-
dele). Utiliser un formalisme de haut niveau est donc
bénéfique a la phase de modélisation : cela simplifie la
tache, et limite les possibilités d’introduction d’erreurs
(généralement dues & la manipulation de nombreux in-
dices). L’encodage SAT est ensuite automatisé.

Instances SAT Nous avons montré que les instances
SAT générées automatiquement par notre encodage
sont de bonne qualité : 1) elles contiennent toujours
significativement moins de clauses (avec ou sans sup-
pression de symeétrie, et avec ou sans propagation uni-
taire) ; 2) apres propagation unitaire, elles contiennent
également moins de variables; et 3) elles sont résolues
plus efficacement par Minisat, sans "tuning de para-
metres”, avec ou sans pré-traitement par SatElite.

Suppression de symétries Nous avons montré que
supprimer des symétries par ajout de contraintes au
modele ensembliste est tres simple. De plus, apres
propagation unitaire, les instances SAT générées sont
beaucoup plus petites, et leur temps de résolution

est également amélioré. La suppression de symétries
par modification du modele est encore plus béné-
fique. L’effort supplémentaire par rapport a ’ajout de
contraintes, est tres bénéfique au niveau de la taille
des instances, mais juste valable en terme de temps
de résolution (ceci dépend des instances et du pré-
traitement). Ainsi, il faut mettre en balance temps de
résolution et de modélisation. La taille des instances
générées peut aussi étre un facteur décisif : de plus gros
problemes peuvent étre générés par la suppression de

symétries en modifiant le modele (voir SCESBM).

Contraintes ensemblistes en programmation
par contraintes En terme d’ensembles, I’expressivité
de notre proposition est plus ou moins similaire a celle
d’un systeme de programmation par contraintes tel
que [1] : ¢’était notre but. L’avantage de [14] ou [1],
est que les contraintes ensemblistes peuvent étre mé-
langées a d’autres contraintes. Nous prévoyons aussi
I’encodage d’autres contraintes dans le futur. Dans des
sytemes tels que [14], un solveur spécial doit étre réa-
lisé (&4 base de réduction de domaine et d’énuméra-
tion). [2] compare des solveurs CSP ensemblistes pour
le SGP : la plupart des résultats sont obtenus par des
heuristiques de recherche (dynamiques) ou des méca-
nismes spécifiques de résolution. Notre approche est
treés différente : nous ne voulons pas réaliser un sol-
veur spécifique, ni adapter ou régler un solveur exis-
tant pour résoudre efficacement nos instances SAT;
nous voulons transformer un modele ensembliste de
haut niveau en une instance SAT de "bonne” qualité
(en terme de taille et résolution) qui est efficacement
résolue par un solveur SAT classique.



En terme de résolution, I'instance 5-3-6 de notre mo-
dele ensembliste n’est pas résolue avant le temps limite
par le solveur standard de [1], alors que son encodage
est résolu en moins d’une seconde par Minisat.

Afin de réduire encore la taille des instances SAT
générées, nous prévoyons d’ajouter un pré-traitement
(forcer une consistance locale) pour réduire les sup-
ports des ensembles. Pour le SGP, les supports sont
"minimaux” (en terme de réduction comme dans [14]).
Cependant, pour d’autres problemes, les supports
peuvent étre réduits par un processus de déduction
(sans perdre de solution), et donc, les instances SAT
générées peuvent également étre plus petites. Un tel
mécanisme pourrait étre équivalent a une phase de ré-
duction du systeéme [14].

Conclusion Nous avons présenté une technique pour
I’encodage en SAT de contraintes ensemblistes : la mo-
délisation est effectuée en utilisant des contraintes en-
semblistes expressives et déclaratives qui sont ensuite
automatiquement converties en variables et clauses
SAT grace a nos regles d’encodage <. Cette tech-
nique a été appliquée avec succes au probleme du So-
cial Golfer, et a la suppression de symétries pour ce
probleme. Les avantages de notre technique sont les
suivants : 1) la modélisation est expressive, déclara-
tive et lisible. De plus, les modeles sont indépendants
du solveur et peuvent étre résolus par un solveur CSP
ou SAT. 2) cette technique limite 'introduction d’er-
reurs, ce qui est fréquent avec des codages directs en
SAT; 3) des symétries peuvent étre supprimées par
le simple ajout de contraintes supplémentaires ou par
raffinement du modele; 4) les instances SAT qui sont
automatiquement générées sont plus petites que celles
de [16] qui sont directement écrites et ont déja subi
des améliorations ; apres propagation unitaire, nos ins-
tances contiennent également moins de variables que
celles de [16]; 5) finalement, par rapport au temps de
résolution, nos instances du SGP automatiquement gé-
nérées sont résolues plus rapidement, avec ou sans pro-
pagation unitaire, avec ou sans suppression de symé-
tries et avec ou sans SatElite.

Nous avons appliqué notre technique a d’autres pro-
blemes (tels que le car-sequencing, les n-reines, le su-
doku, ...). Nous obtenons toujours des modeles tres
simples et tres lisibles. Les instances SAT générées
semblent également convenir parfaitement & un sol-
veur tel que Minisat.

Nous avons l'intention d’adapter notre encodage
pour d’autres domaines, tels que les domaines finis et
les séquences. Nous prévoyons également de raffiner la
notion de supports et d’intégrer un pré-traitement afin
de les réduire. Cela n’aura pas d’impact sur le modele
du SGP que nous avons proposé, mais pour beaucoup
de problemes, cela permettra d’obtenir des instances

SAT encore plus petites.
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