
Actes JFPC 2015

Recherche d’un plus grand sous-graphe commun
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Résumé

La taille d’un plus grand sous-graphe commun per-
met de mesurer la similarité entre des objets représen-
tés par des graphes. Cependant, trouver un tel sous-
graphe est un problème NP-difficile. Nous décrivons
dans cet article une méthode de décomposition, basée
sur le graphe de compatibilité, qui produit des sous-
problèmes indépendants. Des résultats expérimentaux
montrent l’efficacité de cette méthode sur des instances
difficiles.

Abstract

The size of a maximum common induced subgraph
serves as a measure to evaluate the similarity level bet-
ween objects represented by graphs. However, finding
such a subgraph is an NP-hard problem. In this ar-
ticle, we describe a decomposition method, based on the
compatibility graph, that produces independent subpro-
blems. Experiments show that this method obtains very
good results on difficult instances.

1 Introduction

La recherche d’un plus grand sous-graphe commun
est un problème NP-difficile particulièrement com-
plexe qui n’en reste cependant pas moins intéres-
sant du fait de ses nombreuses applications en chi-
mie, biologie ou encore en traitement d’images, lors-
qu’il est nécessaire de mesurer la similarité d’objets
représentés par des graphes. Il existe deux principaux
types d’approches complètes permettant de résoudre
ce problème. La technique dite du branch and bound
construit incrémentalement tous les sous-graphes com-
muns possibles [16]. Une construction de sous-graphe

est alors stoppée dès que l’algorithme parvient à prou-
ver que ce sous-graphe ne permettra pas de construire
une solution plus grande que la meilleure trouvée
jusqu’alors. Les améliorations de cette technique im-
pliquent généralement de trouver des moyens d’élimi-
ner des branches plus tôt en prouvant leur inutilité.
La Programmation par Contraintes (PPC, ou CP en
anglais), notamment, permet de réduire le nombre de
branches en propageant des contraintes [18, 26]. La
PPC est compétitive avec l’état de l’art pour résoudre
ce problème, mais il reste difficile de résoudre des ins-
tances dont les graphes ont plus de quelques dizaines
de sommets. La seconde approche complète pour la re-
cherche d’un plus grand sous-graphe commun est basée
sur une reformulation du problème en un graphe dit
de compatibilité [1, 2, 8, 13]. Chaque clique présente
dans ce graphe de compatibilité correspond à un sous-
graphe commun, et une clique maximum est un sous-
graphe commun maximum. Ainsi, il devient possible
de se contenter de résoudre le problème de la clique
maximum dans le graphe de compatibilité.

Afin d’améliorer le processus de résolution, le pro-
blème peut être décomposé en sous-problèmes indé-
pendants, qui offrent donc la possibilité d’être réso-
lus en parallèle. Une telle approche a été présentée
par exemple dans [7, 14, 15] pour le problème de la
clique maximum, ou dans [21, 22] pour les problèmes
de satisfaction de contraintes. Dans la plupart des cas,
cette décomposition prend la forme d’un découpage
des domaines. Par exemple, Régin et al. proposent
dans [21, 22] de créer p sous-problèmes indépendants
en choisissant k variables telles que la taille du produit
cartésien de leurs domaines est proche de p. Un sous-



problème est alors généré pour chaque instanciation
possible de ces k variables, excepté pour les instan-
ciations provoquant d’emblée une inconsistance vis-à-
vis des contraintes du problème (« Non Detected In-
consistent subproblems »), étant donné qu’il s’agit de
branches qui n’auraient pas été considérées par une
recherche séquentielle.

Un autre moyen de décomposer un problème est de
tirer parti de sa structure [11, 5, 6]. Ces méthodes
impliquent généralement une décomposition arbores-
cente du graphe de contraintes. Cependant, dans le
cas du problème du plus grand sous-graphe commun,
les associations de sommets doivent être strictement
distinctes, ce qui induit l’utilisation de contraintes
allDifferent dans les modèles de PPC. La portée de ces
contraintes est égale à l’ensemble des variables dans
son entier, ce qui rend inutile toute méthode basée
sur une décomposition arborescente du fait de l’ap-
parition d’un sous-problème équivalent au problème
initial, non-décomposé. Une variante proposée par [3]
se base sur la microstructure du problème de satis-
faction de contraintes plutôt que sur son graphe de
contraintes. Cette nouvelle approche produit des pro-
blèmes complètement indépendants, ce qui permet de
conserver la possibilité de les résoudre en parallèle.

Dans cet article, nous appliquons cette technique
au problème du plus grand sous-graphe commun, afin
de le décomposer en un ensemble de problèmes indé-
pendants tout en réduisant la taille de l’espace de re-
cherche à explorer. Ces travaux sont la continuation
de ceux présentés dans [17].

La section qui suit présente le problème du plus
grand sous-graphe commun de manière plus détaillée,
ainsi que quelques notions de PPC. Une méthode de
décomposition destinée aux problèmes de PPC sera
également résumée. La section 3 explique comment
adapter cette méthode de décomposition au problème
du plus grand sous-graphe commun. La section 4
donne les premiers résultats expérimentaux et les ana-
lyse, introduisant ainsi la section 5, qui propose des
voies d’amélioration des performances. Les résultats
finaux ainsi obtenus sont quant à eux présentés en sec-
tion 6.

2 Préliminaires

2.1 Plus grand sous-graphe commun

Définition 1 Un graphe non orienté G est défini par
un ensemble fini de nœuds NG et un ensemble EG ⊆
NG × NG d’arêtes. Chaque arête est un couple non
orienté de nœuds.
Dans un graphe orienté, EG est un ensemble d’arcs,
qui sont des couples orientés de nœuds.

Dans les définitions suivantes, nous nous plaçons
dans le cadre des graphes orientés. Cependant, les no-
tions abordées peuvent être étendues aux graphes non
orientés.

Définition 2 Soient deux graphes G et G′. G est iso-
morphe à G′ s’il existe une bijection f : NG → NG′

préservant les arêtes, i.e., ∀(u,v) ∈ NG ×NG, (u,v) ∈
EG ⇔ (f(u),f(v)) ∈ EG′ .

Définition 3 G′ est un sous-graphe induit de G si
NG′ ⊆ NG et EG′ = EG∩(NG′×NG′). On dit alors que
G′ est le sous-graphe de G induit par le sous-ensemble
de nœuds NG′ , et on note G′ = G↓NG′ .

En d’autres termes, G′ est obtenu à partir de G en
retirant tout nœud de G qui ne se trouve pas dans
NG′ , et en conservant uniquement les arêtes dont les
deux extrémités sont présentes dans NG′ .

Les sous-graphe dits partiels sont, eux, obtenus en
considérant un sous-ensemble NG′ de NG et un sous-
ensemble d’arêtes de G dont les extrémités sont toutes
deux dans NG′ , comme formalisé dans la définition
suivante :

Définition 4 G′ est un sous-graphe partiel de G si
NG′ ⊆ NG et EG′ ⊆ EG∩(NG′×NG′). Un sous-graphe
partiel G′ de G induit par un sous-ensemble EG′ de EG

est défini par (NG′ ,EG′), où NG′ = ∪(x,y)∈EG′ (x, y).

Définition 5 Un sous-graphe commun de deux gra-
phes G et G′ est un graphe qui est isomorphe à des
sous-graphes de G et G′.

Définition 6 Un plus grand sous-graphe induit com-
mun (ou « MCIS » pour « Maximum Common Indu-
ced Subgraphe ») est un sous-graphe induit commun
avec un nombre de nœuds maximal.

Définition 7 Un plus grand sous-graphe partiel com-
mun (ou « MCPS » pour « Maximum Common Partial
Subgraphe ») est un sous-graphe partiel commun avec
un nombre d’arêtes maximal.

La figure 1 expose des exemples de MCIS et de
MCPS.

Dans cet article, nous nous restreignons à la re-
cherche d’un MCIS. Cependant, les résultats peuvent
aisément être étendus au problème du MCPS, comme
le montre [18].

2.2 Modèle de PPC pour le problème du MCIS

Définition 8 Un problème de satisfaction de con-
traintes (« CSP » pour « Constraint Satisfaction Pro-
blem ») est défini par un triplet (X,D,C) : X est
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Figure 1 – Les nœuds pleins de ces deux graphes
forment un MCIS. Une bijection peut être définie de
la manière suivante : 2 ↔ d, 3 ↔ e, 4 ↔ b, 5 ↔ c,
6 ↔ a. Les nœuds dont le contour n’est pas en poin-
tillés, associés aux arêtes épaisses, forment quant à eux
un MCPS.

un ensemble fini de variables, D associe un domaine
D(xi) à chaque variable xi ∈ X, et C est un ensemble
de contraintes. Chaque contrainte est définie sur un
sous-ensemble de variables et donne la liste des va-
leurs qui peuvent être affectées à ces variables simul-
tanément. Une solution est une affectation de toutes
les variables qui satisfait toutes les contraintes.

[18] a introduit un modèle CSP pour le problème du
MCIS se montrant plus performant que le branch and
bound standard de [16]. Puisque le problème du MCIS
est un problème d’optimisation, ce modèle utilise la gé-
néralisation des CSP connue sous le terme CSP soft.
Dans un CSP souple, les solutions doivent satisfaire
un ensemble de contraintes dites dures tout en opti-
misant une fonction objectif, qui correspond au coût
de violation associé à une combinaison de contraintes
souples (soft). Pour deux graphes G et G′ donnés, ce
modèle est :

— Variables : X = {xu | u ∈ NG} ∪ {x⊥, cost}
— Domaines : D(x⊥) = {⊥}, D(cost) = [0,|NG|],

et ∀u ∈ NG,D(xu) = NG′ ∪ {⊥}
— Contraintes dures : ∀{u,v} ⊆ NG, (xu = ⊥) ∨

(xv = ⊥) ∨ ((u,v) ∈ EG ⇔ (xu,xv) ∈ EG′)
— Contraintes souples : softAllDiff (X,cost)
Chaque nœud u de G est associé à une variable

xu dont le domaine contient tous les nœuds de G′.
Les domaines contiennent également une valeur sup-
plémentaire ⊥ qui est utilisée lorsque u n’est associée
à aucun nœud de G′. Une variable additionnelle x⊥
joue un rôle particulier : elle reçoit forcément l’unique
valeur de son domaine, qui n’est autre que ⊥. Grâce
à cette variable et à la contrainte souple softAllDiff ,
chaque autre variable se verra affecter une valeur dif-
férente de ⊥ à chaque fois que cela sera possible. La
variable cost est contrainte d’être égale au nombre de
variables qui devraient changer de valeur pour satis-
faire une hypothétique contrainte allDiff dure. L’en-
semble de contraintes dures garantit la préservation
des arêtes dans le sous-graphe commun construit. Une
solution de ce CSP est une affectation de toutes les va-

riables de X qui satisfait chaque contrainte dure tout
en minimisant la valeur de cost. Le MCIS associé à une
solution de ce CSP souple est défini par l’ensemble de
nœuds u′ ∈ NG′ tel qu’il existe une variable xu ∈ X
qui est associée à u′ dans cette solution. [18] évalue
expérimentalement différentes techniques de propaga-
tion de contraintes. La combinaison « MAC+Bound »
fourni généralement de très bons résultats : « Maintai-
ning Arc Consistency » (MAC) [23] est utilisée pour
propager les contraintes dures ; « Bound » vérifie qu’il
est toujours possible d’affecter des valeurs distinctes à
suffisamment de variables de X pour faire mieux que
le plus faible coût (valeur de cost) rescencé parmi les
sous-graphes communs déjà trouvés (c’est une version
allégée de GAC(softAllDiff ) [19] qui calcule le nombre
maximal de variables qui pourront obtenir des valeurs
distinctes).

2.3 Graphe de compatibilité

Une autre approche visant à résoudre le problème
du MCIS est basée sur sa reformulation en instance
du problème de la clique maximum dans un graphe de
compatibilité [1, 8, 20].

Définition 9 Une clique est un sous-graphe dont les
nœuds sont tous liés deux à deux. Une clique est dite
maximale si elle n’est pas strictement incluse dans
une autre clique, et maximum s’il s’agit d’une des
plus grandes cliques du graphe considéré, en prenant
comme critère le nombre de nœuds qui la composent.

Définition 10 Un graphe de compatibilité pour le
problème du MCIS entre deux graphes G et G′ est
un graphe GC dont l’ensemble des nœuds correspond
à NGC

= NG × NG′ et où deux nœuds sont reliés
par une arête s’ils sont compatibles. Soient (u,u′)
et (v,v′) deux nœuds de GC (i.e. {u,v} ⊆ NG et
{u′,v′} ⊆ NG′). (u,u′) et (v,v′) sont compatibles si
u 6= v et u′ 6= v′, et si les arêtes sont préservées (i.e.
(u,v) ∈ EG ⇔ (u′,v′) ∈ EG′).

Comme chacun pourra le constater dans la figure 2,
une clique dans GC décrit un ensemble d’associations
compatibles entre les nœuds de G et de G′. Ainsi, une
telle clique correspond à un sous-graphe induit com-
mun, et une clique maximum dans GC est un MCIS de
G et G′. Il suit logiquement que toute méthode capable
de trouver une clique maximum dans un graphe peut
être employée pour résoudre le problème du MCIS.

2.4 TR-décomposition

[10] a introduit une méthode de décomposition,
nommée TR-décomposition, visant à résoudre une ins-
tance de CSP binaire en divisant les domaines des
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Figure 2 – Deux graphes et le graphe de compatibilité
associé, qui souligne les combinaisons possibles d’affec-
tations, par paires. Par exemple, puisque a et c ne sont
reliés par aucune arête tandis que 1 et 3 le sont, les af-
fectations a ↔ 1 et c ↔ 3 ne sont pas compatibles,
car une arête serait amenée à disparâıtre, ce qui est
formellement interdit par le problème du MCIS.

variables afin d’obtenir des sous-problèmes indépen-
dants. Cette méthode s’appuie sur une réduction du
CSP en une instance du problème de la recherche d’une
clique de taille n (où n est le nombre de variables du
CSP) dans la microstructure du CSP. La microstruc-
ture d’un CSP est un graphe similaire au graphe de
compatibilité décrit en section 2.3. Chaque nœud de
la microstructure correspond à une affectation, donc
un couple (variable, valeur). Deux nœuds sont reliés
par une arête si et seulement si les affectations corres-
pondantes sont compatibles, i.e. si chaque contrainte
du problème est satisfaite lorsque ces deux affectations
sont effectuées simultanément. De ce fait, une clique à
n sommets dans la microstructure constitue une solu-
tion au CSP.

L’idée principale derrière la TR-décomposition est
de trianguler la microstructure afin de générer plus ai-
sément les sous-problèmes : un graphe quelconque peut
comporter un nombre exponentiel de cliques maxi-
males en fonction du nombre de nœuds. Un graphe tri-
angulé, en revanche, ne peut avoir plus de |NG| cliques
maximales, et la structure spécifique de ces graphes
facilite également l’énumération de ces cliques [9]. [10]
considère la classe des graphes triangulés afin de faire
bénéficier la TR-décomposition de ces propriétés.

Définition 11 Un graphe G est triangulé si et seule-
ment si chacun de ses cycles de longueur supérieure
ou égale à 4 possède au moins une corde. On appelle
corde d’un cycle toute arête dont les extrémités sont
deux nœuds non consécutifs du cycle.

On appelle triangulation l’opération qui consiste à
transformer un graphe donné en graphe triangulé uni-
quement en ajoutant des arêtes. La figure 3 montre
une triangulation possible du graphe de compatibilité
déjà rencontré dans la figure 2.

Puisque la triangulation ajoute des arêtes sans ja-
mais en enlever, les cliques maximales du graphe
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Figure 3 – Une version triangulée de graphe de com-
patibilité de la figure 2. Les arêtes qui ont dû être
ajoutées (« fill edges ») sont indiquées en pointillés.

d’origine restent présentes au cours de la transfor-
mation : chacune est incluse dans une clique maxi-
male du graphe triangulé. L’étape suivante de la TR-
décomposition consiste à extraire ces cliques se trou-
vant au sein des nouvelles cliques maximales. Cette
tâche est généralement plus aisée lorsque les cliques
maximales du graphe triangulé sont petites, et donc
plus proches des cliques d’origine.

En résumé, la méthode appelée TR-décomposition
consiste à construire la microstructure du problème,
à la trianguler, à extraire les cliques maximales de la
microstructure triangulée, et à résoudre séparément les
sous-problèmes induits par ces cliques, ce qui permet
de retrouver les cliques de la microstructure d’origine.

3 Méthode de décomposition pour le pro-
blème du MCIS

Nous proposons ici de combiner la TR-décomposi-
tion avec le modèle de PPC défini dans [18] afin de ré-
soudre le problème du MCIS en utilisant le graphe de
compatibilité. Tandis que la TR-décomposition avait
initialement été définie pour des instances de CSP, le
modèle de PPC de [18] est un CSP souple. Une adap-
tation est donc nécessaire. Il se trouve que le problème
du MCIS peut être résolu en trouvant une clique maxi-
mum dans le graphe de compatibilité. Nous inspirant
de [10], nous suggérons d’utiliser la classe des graphes
triangulés afin de tirer profit de leur nombre de cliques
maximales limité.

Dans ce but, nous construisons le graphe de compa-
tibilité de l’instance de problème du MCIS et triangu-
lons ce graphe, ajoutant donc des arêtes. Ces arêtes,
appelées « fill edges », ajoutent des compatibilités er-
ronées, car elles sont en contradiction avec la défini-
tion du graphe de compatibilité. De ce fait, une clique
maximum dans ce nouveau graphe n’est pas forcément
la meilleure solution. Ce n’est qu’un sous-problème –
parmi d’autres – dans lequel il est possible que nous
trouvions plusieurs solutions. Une clique maximum du



graphe de compatibilité reste une clique (mais pas for-
cément maximum ni même maximale) dans le graphe
triangulé. De plus, cette clique apparâıtra forcément
dans au moins une des cliques maximales de ce graphe
triangulé. Pour ces raisons, chaque clique maximale du
graphe triangulé définit un sous-problème (par le biais
du sous-graphe qu’elle induit dans le graphe de compa-
tibilité d’origine) dans lequel il est possible de trouver
une clique maximum du graphe de compatibilité ini-
tial. De tels sous-problèmes peuvent être vus comme
des instances habituelles du problème du MCIS pou-
vant être résolues en appliquant le modèle de PPC de
[18], à la différence près que les domaines des variables
sont réduits.

Plus précisément, pour chaque clique maximale K
relevée dans la version triangulée du graphe de compa-
tibilité associé à G et G′, on définit un sous-problème
ayant les mêmes variables et contraintes (décrites en
section 2.2) que le problème initial. Les domaines, en
revanche, sont restreints à

D(xu) = {v ∈ NG′ | (u↔ v) ∈ K} ∪ {⊥}

Les domaines respectifs de x⊥ et de cost restent quant
à eux inchangés. Ainsi, par exemple, dans la figure 3,
le sous-ensemble de nœuds {(b ↔ 1), (b ↔ 3), (c ↔
2)} est une clique maximale. Dans le sous-problème
associé, D(b) = {1,3,⊥}, D(c) = {2,⊥}, et D(a) =
{⊥}.

Chaque solution à un des sous-problèmes correspond
à une clique maximale du graphe de compatibilité,
et donc à un sous-graphe induit commun. Le sous-
problème de l’exemple précédent possède deux solu-
tions : associer b à 1 et c à 2, ou associer b à 3 et c à 2.
Ces solutions correspondent à autant de cliques maxi-
males du graphe de compatibilité : {(b↔ 1), (c↔ 2)}
et {(b↔ 3), (c↔ 2)}. L’arête {(b↔ 1), (b↔ 3)} n’est
pas utilisée pour construire ces cliques-solutions car il
s’agit d’une fill edge, ajoutée lors du processus de tri-
angulation et n’étant donc pas présente dans le graphe
de départ.

Notez que ces sous-problèmes sont complètement in-
dépendants, une caractéristique qui permet une implé-
mentation parallèle extrêmement aisée du processus
de résolution. Toute méthode capable de résoudre un
CSP ou le problème de la clique maximum peut être
employée pour résoudre ces sous-problèmes.

3.1 Bornes inférieures

Au cours de la résolution des sous-problèmes (que
celle-ci se déroule en séquentiel ou en parallèle), il
est possible d’ignorer tout sous-problème au sujet du-
quel on peut démontrer qu’il ne contient pas de so-
lutions plus grandes que la meilleure trouvée jusque-
là. En effet, certains sous-problèmes comportent des

domaines contenant uniquement la valeur ⊥. Une va-
riable ayant un tel domaine n’aura d’autre choix que
de se voir affecter cette valeur spéciale. Ainsi, si le
nombre de variables ayant un domaine contenant autre
chose que ⊥ est plus petit que la taille du plus grand
sous-graphe induit commun trouvé jusque-là, le sous-
problème peut être ignoré. Par exemple, dans la fi-
gure 3, résoudre le sous-problème correspondant à la
clique maximale {(b↔ 1), (b↔ 3), (c↔ 2)} fournit un
MCIS potentiel à deux nœuds. Une fois cette solution
trouvée, il est inutile d’examiner les sous-problèmes
dans lesquels seules deux variables ou moins ont un do-
maine n’étant pas restreint à⊥ : de tels sous-problèmes
ne peuvent contenir de solutions comportant plus de
deux nœuds et ne nous permettront donc pas de faire
mieux que la solution précédemment trouvée.

Bien entendu, il est intéressant de trouver de grands
sous-graphes induits communs tôt, car cela permet
d’éliminer davantage de sous-problèmes. Pour ce faire,
il est possible d’exécuter un algorithme heuristique afin
d’obtenir rapidement une première solution, non op-
timale mais satisfaisante, avant de procéder à la dé-
composition. Dans nos expériences, nous utilisons Ant-
Clique [25] (disponible à l’adresse [24]) afin de recher-
cher des cliques maximales dans le graphe de compa-
tibilité initial. Il est apparu que cette heuristique était
capable de trouver une solution optimale pour plus de
90 % des instances résolues, malgré un temps d’exécu-
tion souvent négligeable par rapport au temps complet
de résolution. Notez qu’AntClique ne prouve pas l’op-
timalité ; cette tâche est laissée à nos algorithmes de
résolution de CSP.

Éliminer des sous-problèmes de cette manière était
particulièrement important dans l’approche présentée
par [3], car le CSP considéré était strict. Tout sous-
problème avec au moins une variable au domaine vide
pouvait être ignoré, car seules les solutions affectant
une valeur à chaque variable étaient valides. Dans
notre cas (qui est un problème d’optimisation), en re-
vanche, les solutions valides peuvent se contenter de ne
donner une valeur qu’à un sous-ensemble des variables.
La seule manière d’éliminer un sous-problème en ayant
la certitude de ne pas nuire à la complétude de l’ap-
proche est donc de prouver qu’il ne comporte pas de
solution plus grande que la meilleure solution actuelle.
Dans de telles conditions, il faut qu’un nombre signi-
ficatif de valeurs aient un domaine vide. De plus, il se
trouve que décomposer ce problème en se contentant
de trianguler donne rarement lieu à de telles possi-
bilités d’éliminations, dans les expériences que nous
menons.



3.2 Complexité

Soient n et n′ les nombres respectifs de nœuds des
deux graphes dans lesquels nous recherchons un MCIS.

La première étape consiste à construire le graphe
de compatibilité, chose faite en temps quadratique par
rapport à son nombre de nœuds, i.e., en O((nn′)2).
Nous lançons ensuite AntClique afin d’obtenir une
borne inférieure de la taille du MCIS. Cet algo-
rithme demande un temps en O((nn′)2), car le nombre
de cycles d’AntClique est borné. La troisième par-
tie de la résolution est la triangulation du graphe
de compatibilité. Le but est ici d’ajouter le moins
d’arêtes possible. Il se trouve qu’il s’agit d’un problème
NP-difficile. Nous sommes donc contraints d’utiliser
une heuristique, en l’occurrence l’algorithme glouton
minFill [12], qui nous permet d’effectuer cette trian-
gulation en O((nn′)3). La quatrième étape est l’ex-
traction des cliques maximales du graphe triangulé.
Il y en a au plus nn′, et chacune d’entre elles est
obtenue en temps linéaire. Enfin, la dernière étape
est de résoudre les sous-problèmes représentés par
ces cliques maximales. L’initialisation du problème en
fonction des sommets composant la clique demande
un temps linéaire par rapport au nombre d’arêtes de
cette clique. Chaque sous-problème a O(n) variables.
Cependant, la taille des domaines dépend, elle, de la
structure du graphe de compatibilité triangulé. Soit
d la taille du plus grand domaine d’un sous-problème
(avec d ≤ n′ + 1). Chaque sous-problème est résolu
avec MAC+Bound, en O(d3.n2.dn). Il en suit que la
complexité temporelle globale de la TR-décomposition
est en O((nn′)3 + nn′(d3.n2.dn)).

En comparaison, la complexité du problème du
MCIS sans décomposition est en O(d′3.n2.d′n) où d′

est la taille du plus grand domaine dans le problème
initial. Il faut noter que d ≤ d′ et que selon la qualité
de la décomposition la valeur de d peut être beaucoup
plus petite que celle d′.

4 Premières expériences

Les expériences suivantes ont pour but de comparer
l’approche de PPC pure de [18] (MAC+Bound) avec
la TR-décomposition. Ces deux méthodes utilisent la
même heuristique AntClique pour obtenir une solution
initiale, qui sert de première borne inférieure.

Nos algorithmes ont été développés en C et com-
pilés avec GCC, en utilisant le niveau d’optimisation
-O3. Les programmes ont été exécutés avec une limite
de temps de trois heures sur des processeurs Intel R©

Xeon R© CPU E5-2670 0 à 2,60 GHz, avec 20 480 Ko
de mémoire cache et 4 Go de RAM.

Les instances utilisées proviennent du benchmark

présenté par [4] et ont été prises dans leur version
étiquetée et orientée. Le nombre d’étiquettes diffé-
rentes, pour une instance donnée, a été fixé à 15 %
du nombre de nœuds des deux graphes de l’instance.
Par exemple, quand les graphes ont 60 nœuds, il y a
60× 15÷ 100 = 9 types d’étiquettes différents. ce pa-
ramètre permet de régler la difficulté des instances.
Ces étiquettes sont prises en compte comme expliqué
dans [18], en s’assurant que des nœuds associés pour
construire un sous-graphe commun possèdent la même
étiquette. De manière similaire, les arêtes situées entre
des paires de nœuds correspondants doivent avoir la
même étiquette. Chaque domaine est ainsi réduit aux
valeurs associées à des nœuds ayant la même étiquette
que le nœud associé à la variable.

Nous considérons trois types d’instances :

bvg Bounded Valence Graphs, dans lesquels les degrés
des sommets ne peuvent dépasser une valeur fixe,
propre au graphe.

rand Random graphs, dans lesquels les arêtes sont dis-
posées de manière aléatoire (voir [4] pour plus de
détails).

m2D, m3D and m4D Meshes (maillages) à deux,
trois ou quatre dimensions respectivement.

Ces graphes ont un nombre de nœuds allant de 10 à 100
inclus. Nous considérons 3 268 instances prises au ha-
sard parmi les 81 700 que présente le benchmark, sans
favoriser l’un des types d’instances. Leurs proportions
sont ainsi relativement préservées.

Puisque notre méthode de décomposition est avant
tout conçue pour les instances particulièrement diffi-
ciles, nous nous concentrons sur les (nombreuses) ins-
tances que la méthode standard (MAC+Bound [18])
ne parvient pas à résoudre en moins de 100 secondes.
Le nombre d’instances passe ainsi de 3 268 à seulement
1 177.

Le tableau 1 donne les spécificités des instances se
trouvant dans les séries que nous avons utilisées, et
ce avant et après le filtrage retirant les instances ju-
gées trop faciles selon le critère susmentionné. On re-
marque que les graphes aléatoires (rand) sont moins
présents après filtrage, ce qui signifie qu’ils ont ten-
dance à être plus faciles. A contrario, les maillages
représentent une part bien plus importante de notre
panel d’instances après ce filtrage. Cela n’a rien d’une
surprise, car les maillages sont connus pour rendre dif-
ficile la recherche d’un plus grand sous-graphe com-
mun, et ceux-ci ont été créés par [4] principalement
pour cette raison. Cette difficulté provient de la struc-
ture répétitive de ces graphes, qui fait apparâıtre de
nombreux grands sous-graphes communs qui ne sont
cependant que rarement optimaux.

Nous allons dans un premier temps évaluer la qualité



Tableau 1 – La proportion représentée par chaque
type de graphe dans l’ensemble d’instances de départ,
puis après exclusion des instances résolues en moins de
100 secondes sans décomposition.

Toutes les instances Instances difficiles
Total 3 268 1 177
bvg 1 232 (37,7 %) 394 (33,5 %)
rand 744 (22,8 %) 135 (11,5 %)
m2D 700 (21,4 %) 335 (28,5 %)
m3D 384 (11,8 %) 201 (17,1 %)
m4D 208 (6,4 %) 112 (9,5 %)

de la décomposition par rapport à la taille des espaces
de recherche avec et sans décomposition. La taille de
l’espace de recherche d’un (sous-)problème est égale
à la taille du produit cartésien de ses domaines, en
comptant ⊥. Dans le cadre de la TR-décomposition,
la somme des tailles des espaces de recherche des dif-
férents sous-problèmes est une bonne mesure de la
qualité de la décomposition dans le cas extrême où
tous les sous-problèmes sont résolus consécutivement.
Notre premier constat est que la TR-décomposition
réduit l’espace de recherche. Nous étudions donc tout
d’abord l’impact de cette réduction sur le processus
de résolution. La figure 4 nous montre que cette ré-
duction est d’un facteur généralement situé entre 2 et
106. Cependant, cette réduction ne se traduit pas sys-
tématiquement par une diminution du temps de calcul
nécessaire à la résolution. Dans la figure 4, nous com-
parons le temps nécessaire à la résolution du problème
initial et le temps nécessaire à la décomposition du
problème et à la résolution de tous les sous-problèmes
sur un seul processeur. Nous notons que seules 8 (resp.
10 et 2) instances de type bvg (resp. meshes et rand)
sont résolues plus rapidement, dans ces conditions de
processeur unique, avec la décomposition. Il s’agit d’un
point négatif de notre approche, et nous comptons étu-
dier cet inconvénient avec davantage d’attention.

Cependant, du fait que les sous-problèmes sont indé-
pendants, nous pouvons les résoudre en parallèle plu-
tôt que sur un unique processeur. On remarque que
pour de nombreuses instances, il n’y a qu’un nombre
très faible de gros sous-problèmes, entourés d’une mul-
titude de sous-problèmes de taille réduite. De ce fait,
il n’est pas extrêmement utile d’avoir autant de pro-
cesseurs à notre disposition que nous avons généré de
sous-problèmes. Si le nombre de processeurs est limité
à m, nous pouvons, une fois la décomposition terminée,
disposer les sous-problèmes dans une file (une méthode
similaire à ce qui a été fait dans [21, 22]). Un sous-
problème est initialement donné à chaque processeur.
Par la suite, dès lors qu’un processeur a terminé la ré-
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Figure 4 – La réduction de la taille de l’espace de
recherche mise en relation avec la réduction du temps
de calcul. Chaque point (x,y) correspond à une ins-
tance i. Soit Si l’ensemble des sous-problèmes générés
à partir de i. x donne le rapport entre le temps de
calcul nécessaire à la résolution de i et celui néces-
saire à la résolution de tous les sous-problèmes de Si

(sur un unique processeur, et en incluant le temps de
décomposition). y donne le rapport entre l’espace de
recherche de i et la somme des espaces de recherche
des sous-problèmes de Si.

solution du sous-problème qui lui avait été attribué, le
sous-problème suivant dans la file lui est affecté. Pour
améliorer la répartition de la charge de travail, nous
tentons de placer les sous-problèmes semblant les plus
complexes en premier dans la file, en utilisant la taille
de l’espace de recherche comme critère d’estimation
de la difficulté. Ainsi, la figure 5 montre que seuls 9
processeurs suffisent à obtenir des performances com-
parables avec celles obtenues avec un nombre illimité
de processeurs.

Avec 9 processeurs, notre décomposition est généra-
lement plus rapide que la méthode sans décomposition,
puisqu’une fois la décomposition effectuée, le temps
nécessaire au reste du processus de résolution tend à
être égal ou proche du temps nécessaire à la résolution
du plus difficile des sous-problèmes. De plus, sur ces
instances, le temps de décomposition est généralement
négligeable.

Étant donné que nous tentons ici d’employer un
nombre réduit de processeurs, il est préférable de
conserver le nombre de sous-problèmes le plus bas pos-
sible, et ce sans annihiler les bénéfices de la décom-
position. Le nombre moyen de sous-problèmes est de
33,44 sur ces instances, avec un maximum de 142. No-
tez cependant que seules trois instances dépassaient
le nombre de 100 sous-problèmes. Ainsi, le nombre de
sous-problèmes à résoudre peut rendre notre nombre
de processeurs insuffisant pour certaines instances.

Le coefficient d’accélération obtenu en utilisant m
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Figure 5 – Une comparaison du nombre d’instances
résolues pour différentes limites de temps (il ne s’agit
pas du cumul des temps) pour la méthode standard
et pour la TR-décomposition, avec un nombre illimité
hypothétique de processeurs. Une troisième courbe
montre que 9 processeurs seraient suffisants pour ré-
soudre autant d’instances dans la limite du temps im-
parti.

processeurs se trouve être inférieur à m. cette diffé-
rence s’explique par la présence de nombreuses re-
dondances entre sous-problèmes : différents proces-
seurs font des vérifications similaires, perdant ainsi du
temps.

Résoudre les sous-problèmes en parallèle réduit l’im-
pact de ces redondances, mais ce point souligne le
fait qu’utiliser la TR-décomposition avec un unique
processeur (ou un nombre très faible par rapport au
nombre de sous-problèmes générés) à notre disposi-
tion donnerait des résultats médiocres lorsque les sous-
problèmes ont de grandes intersections, car un même
processeur pourrait résoudre les mêmes parties du pro-
blème à plusieurs reprises. Pour cette raison, il peut
être utile d’ajouter une phase de prétraitement vi-
sant à réduire la taille des intersections entre sous-
problèmes.

5 Réduction du nombre de sous-pro-
blèmes par fusion

Bon nombre de couples de sous-problèmes pré-
sentent de grandes intersections, ce qui signifie que
nous risquons de résoudre plusieurs fois des parties
similaires du problème : le même sous-graphe com-
mun serait construit par deux fils d’exécution sans
que nous n’en tirions aucun bénéfice. Afin de limi-

ter ces redondances tout en réduisant le nombre de
sous-problèmes, il est possible de fusionner certains
de ces sous-problèmes. Plus formellement, deux sous-
problèmes peuvent être remplacés par un nouveau
sous-problème en calculant l’union des valeurs autori-
sées par les deux sous-problèmes d’origine. Notez que
les solutions se trouvant dans les sous-problèmes ini-
tiaux sont toujours présentes dans la version fusionnée,
car les domaines des variables ne peuvent que grandir
durant cette opération.

Dans le but d’empêcher les sous-problèmes de gros-
sir jusqu’à revenir à une taille comparable à celle du
problème initial non décomposé, ce qui rendrait la TR-
décomposition inutile, il est possible de fixer une li-
mite, en prenant par exemple comme critère la taille
de l’espace de recherche du sous-problème formé par
la fusion. Dans de telles conditions, la fusion de deux
sous-problèmes est interdite si cela créerait un sous-
problème dont la taille de l’espace de recherche dépasse
la limite choisie. Cette limite peut être déterminée en
fonction de la plus grande taille d’espace de recherche
trouvée parmi les sous-problèmes. L’idée derrière ce
choix est d’empêcher l’apparition de sous-problèmes
qui seraient à même de ralentir le processus global de
résolution, puisque c’est souvent le sous-problème le
plus difficile qui se montre déterminant pour le temps
de résolution en parallèle. Il est possible de combiner
cette limite avec d’autres. Nous utilisons par exemple
une comparaison de la somme des tailles d’espaces de
recherche des deux problèmes considérés et de celle
du sous-problème qui résulterait d’une fusion de ces
deux sous-problèmes. Si la somme calculée est bien
plus grande que cette taille qui pourrait être obtenue,
cela signifie que l’intersection des espaces de recherche
des deux sous-problèmes considérés a une taille non
négligeable et qu’il serait intéressant de les fusionner.

Pour résumer ce principe, nous introduisons ici la
notion de gain, qui exprime l’évolution de la taille to-
tale de l’espace de recherche au cours d’une fusion hy-
pothétique :

Définition 12 Soient S1 et S2 deux sous-problèmes
distincts. Le gain offert par la fusion de S1 et de
S2 est donné par le rapport suivant : gain(S1, S2) =
size(S1)+size(S2)

size(S1∪S2)
, où size(Si) correspond à la taille de

l’espace de recherche de Si, et S1 ∪ S2 représente le
sous-problème qui serait créé si S1 et S2 venaient à
être fusionnés.

Il s’ensuit logiquement que deux sous-problèmes of-
frant un gain strictement supérieur à 1, une fois fu-
sionnés, permettent à la complexité théorique d’être
plus basse qu’en résolvant ces sous-problèmes séparé-
ment. À l’inverse, un gain strictement inférieur à 1 si-
gnifie que fusionner ces sous-problèmes augmenterait



la complexité théorique.
Bien entendu, fusionner des sous-problèmes lorsque

leur nombre a déjà été ramené au nombre de proces-
seurs disponibles ou à un nombre encore plus faible
ne présente a priori aucun avantage. Des fusions sup-
plémentaires risqueraient de créer des sous-problèmes
extrêmement difficiles, car les limites utilisées, basées
sur les tailles d’espaces de recherche, ne sont pas in-
faillibles et sont avant tout des moyens d’estimations
de la difficulté. Nos expériences nous ont montré que
ce risque vaut certes la peine d’être pris lorsque le
nombre de sous-problème est grand mais qu’il valait
mieux stopper le processus de fusion dès que ce nombre
devenait convenablement faible.

6 Expériences avec fusions de sous-pro-
blèmes

Ces nouvelles expériences emploient la fusion de
sous-problèmes afin d’effectuer un prétraitement. Le
but principal de ces fusions est de réduire l’impact
des intersections entre sous-problèmes : fusionner deux
sous-problèmes permet d’éviter que le programme ne
fasse de mêmes vérifications plusieurs fois. Cependant,
fusionner de manière irréfléchie peut ralentir la résolu-
tion dans son ensemble en créant des sous-problèmes
exceptionnellement longs à résoudre.

Au cours de ces expériences, les restrictions sui-
vantes ont été imposées lors du prétraitement :

— Le gain minimal qu’une paire de sous-problèmes
doit offrir pour prétendre à la fusion est de 1,
excepté dans les cas où une autre valeur est ex-
plicitement indiquée.

— Toute fusion qui créerait un sous-problème ayant
un espace de recherche plus grand que le plus
grand observable parmi les sous-problèmes cou-
rants est interdite, comme expliqué en section 5.

— Nous n’effectuons qu’une fusion à la fois, en choi-
sissant à chaque cycle la paire de sous-problèmes
offrant le meilleur gain, tout en ignorant celles
qui ne respectent pas la condition précédemment
exposée.

Les résultats obtenus sont visibles dans les figures 6
et 7. Dans la limite de temps de 3 heures, plusieurs
instances sont uniquement résolues par les méthodes
usant de la TR-décomposition.

En ce qui concerne le nombre de sous-problèmes,
nous observons une moyenne de 33,44 (resp. 31,69,
20,63 et 8,22) sur les 1 177 instances examinées si au-
cune fusion n’est effectuée (resp. si les sous-problèmes
sont fusionnés avec un gain minimal de 1, 0,5 et 0).
Cette moyenne n’a pas pu descendre en dessous de 8,
même avec un gain minimal de 0 (auquel cas la seule
limite fixée est celle relative à la taille de l’espace de
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Figure 6 – Ce graphique montre notre baseline (un
unique CSP résolu avec MAC et une borne infé-
rieure) ainsi que deux autres courbes pour la TR-
décomposition sur 8 processeurs : l’une avec fusions
(avec un gain minimal de 1) et l’autre sans fusion.

recherche le plus grand parmi les sous-problèmes), car
huit processeurs étaient utilisés et les fusions sont né-
cessairement stoppées dès lors qu’il ne reste pas plus
d’un sous-problème par processeur. Il est également
intéressant de noter que le nombre de sous-problèmes
générés durant ces expériences correspondait générale-
ment à moins de un pourcent du maximum théorique
(qui est égal au nombre de nœuds dans le graphe de
compatibilité).

Concernant le temps nécessaire pour réaliser les fu-
sions, il n’a pas dépassé le tiers de seconde pour un
gain minimal de 1 ou les deux tiers de seconde pour 0.

Le tableau 2 montre l’impact du choix de gain mini-
mal de fusion sur les performances. Des fusions exces-
sives ont un effet négatif sur certaines instances, tandis
que ne pas fusionner du tout fait également baisser les
performances.

La figure 6 montre qu’utiliser un gain minimal de fu-
sion de 1 permet effectivement à la TR-décomposition
d’être plus efficace. La tableau 2 résume ces résultats
de manière plus lisible.

On constate que le choix d’un gain minimal de 1
offre de meilleurs résultats que les autres possibilités
ici passées en revue.

Puisque la fusion de sous-problèmes est avant tout
conçue pour diminuer les redondances entre sous-
problèmes, cette méthode peut rapprocher de n le co-
efficient d’accélération offert par l’usage de n proces-
seurs. Notez cependant que, malgré ces redondances,
25 instances ont été résolues plus rapidement avec dé-



Tableau 2 – Le nombre d’instances résolues après
différents laps de temps, pour différentes politiques
de fusion : g0 n’a pour seule limite que la règle in-
terdisant de créer des sous-problèmes plus grands que
le plus grand courant ; g0,5 ignore les paires de sous-
problèmes offrant un gain inférieur à 0,5 ; g1 est notre
méthode déjà présentée dans les figures précédentes ;
« S. f. » n’effectue aucune fusion. « M+B » correspond
aux résultats obtenus avec MAC+Bound.

T (s) M+B F. g0 F. g0,5 F. g1 S. f.
0 0 0 0 0 0

100 2 21 29 34 32
200 50 81 84 92 86
400 111 132 135 140 138
800 163 187 190 196 185

1 600 220 233 233 238 231
3 200 249 269 270 278 268
6 400 289 306 309 313 310

10 800 327 347 351 353 345
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Figure 7 – Ce graphique montre l’évolution des per-
formances pour différents nombres de processeurs. Les
fusions sont ici toujours activées (gain minimal de 1).
La baseline, présente dans les figures précédentes, est
également affichée.

composition même en utilisant un unique processeur,
parfois plus de deux fois plus rapidement.

7 Conclusion

Nous présentons dans cet article une adaptation de
la TR-décomposition, préalablement définie par [10],
au problème du plus grand sous-graphe commun in-
duit. Cette méthode s’appuie sur une triangulation
du graphe de compatibilité du problème et permet de

décomposer ce problème en sous-problèmes indépen-
dants, pouvant être résolus en parallèle. Nous présen-
tons une technique de fusion visant à réduire les redon-
dances inhérentes à cette approche. Les expériences
montrent que la TR-décomposition est une méthode
adaptée au problème du MCIS sur les instances diffi-
ciles. Sur ces instances, le temps nécessaire à la décom-
position est généralement rentabilisé grâce à un rac-
courcissement significatif de la phase de résolution pro-
prement dite. De plus, fusionner des sous-problèmes de
manière avisée ouvre de nouvelles perspectives et amé-
liorent ces résultats.

À l’avenir, plusieurs points feront l’objet d’une at-
tention plus particulière.

D’autres méthodes de décomposition présentent un
certain attrait, comme effectuer plusieurs triangula-
tions pour équilibrer les sous-problèmes. Là encore,
il nous sera nécessaire de trouver un bon compromis
entre le temps que nécessite la décomposition appli-
quée et sa qualité.

Il sera également possible d’adapter la TR-décom-
position à l’approche consistant à recherche une clique
maximale dans le graphe de compatibilité (intégral ou,
avec des sous-problèmes, divisé) plutôt que de résoudre
des CSP.

Il serait intéressant d’employer des instances plus
réalistes, provenant de cas scientifiques réels ou tout du
moins présentant des structures plus caractéristiques.
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