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Résumé

Cet article présente les premiers éléments d'une ap-
proche par contraintes pour la résolution de problémes
de planification de type lot sizing. Un probléme de /ot
sizing avec bornes inférieures et supérieures de produc-
tion et de stockage est considéré, et abordé comme une
contrainte globale. Cette derniére permet de calculer des
bornes inférieures sur le colit global des solutions, mais
aussi sur les colits de setup, les colits unitaires de pro-
duction et les colits de stockage et assure un filtrage
efficace. Les tests numériques valident I'approche par
rapport aux approches classiques en PLNE, ce qui per-
met d’envisager son utilisation dans la résolution de pro-
blémes multi-produits difficiles. Mots-clés : lot sizing,
contrainte globale, programmation par contraintes.

Abstract

This paper presents a constraint programming ap-
proach aiming at solving productions planning problems
such as lot sizing problems. A lot sizing problem with
lower- and upper bounds of production and storage
is studied and considered as a global constraint. This
constraint is able to compute cost-related lower bounds
- specifically on the global cost, the setup cost, the va-
riable production cost and the storage cost. Numerical
tests show the competitiveness of the approach in com-
parison to classical linear programming approaches and
allows us to consider its exploitation in the resolution of
hard multi-item problems. Keywords : lot sizing, global
constraint, constraints programming.

1 Introduction

La planification de production est un domaine riche
en problemes complexes de la recherche opérationnelle
et de 'optimisation combinatoire. En particulier, les
probléemes de lot sizing, introduit par [18], ont été
largement étudiés. Beaucoup de ces problémes sont
polynémiaux et abordés par programmation dyna-
mique. En présence de contraintes additionnelles,

comme des capacités de production variables au cours
du temps, ces problemes deviennent NP-complets.
Ces derniers sont souvent traités par programma-
tion linéaire en nombres entiers. De nombreuses
formulations linéaires ont été proposées [13, 3]. Plus
récemment, des algorithmes d’approximation ont
été proposés pour des variantes NP-difficiles du
probleme [15]. Trés récemment, des travaux se sont
intéressés a la résolution de problémes de lot sizing
par la programmation par contraintes [8]. Les auteurs
introduisent une contrainte globale en planification
de production qui consideére un ensemble de produits
a réaliser avant leurs dates limites de production sur
une machine de capacité donnée avec un coit de
stockage limité. L’approche traitée dans [8] releve
cependant davantage de l'ordonnancement (détermi-
nation des dates de début des activités) alors que le
présent papier considére un horizon temporel plus
tactique (détermination des quantités & produire sur
un horizon discrétisé), ce qui différencie les problémes
considérés.

L’objectif de cet article est d’introduire une
contrainte globale pour un probleme de lot sizing
mono-produit relativement général, prenant en compte
des capacités et des cofits variables au cours de I’hori-
zon de planification. On considere a la fois des cofits
de setup et les cofits unitaires (par unité de produit)
de production, des cofits unitaires de stockage, ainsi
que des capacités de production et de stockage. Nous
pensons que cette contrainte globale est une brique im-
portante pour la modélisation et la résolution de nom-
breux problémes multi-produits difficiles. Nous posons
les bases algorithmiques pour la réalisation du fil-
trage. Des résultats expérimentaux préliminaires va-
lident les bornes inférieures proposées en comparant
I’approche avec des modeles de Programmation Li-
néaire en Nombres Entiers (PLNE). Le filtrage apporte



des informations intéressantes sur les domaines des va-
riables de décision (production et stockage) ainsi que
des bornes inférieures des cotits pris individuellement
(cotits de setup de production, cofits variables de pro-
duction, cofits de stockage).

L’article est structuré de la fagon suivante : Une dé-
finition de la contrainte globale est proposée dans la
section 3. Des algorithmes de filtrage sont ensuite pré-
sentés dans les sections 4 et 5. La description des expé-
rimentations ainsi que ’analyse des premiers résultats
obtenus font I’objet de la section 6. La section 7 illustre
I'utilisation de la contrainte globale proposée dans cet
article au sein de différents probléemes déja abordés
dans la littérature. Pour finir des pistes de recherche
sont proposées dans la section 8.

2 Rappel sur la programmation par
contraintes et notations générales
Un probleme de satisfaction de contraintes

(X,D,C), est constitué d’un ensemble de variables X,
un ensemble de domaines D spécifiant un domaine
(ensemble fini de valeurs) pour chaque variable et
un ensemble C de contraintes. Une contrainte déter-
mine les combinaisons autorisées de valeurs pour un
sous-ensemble de variables. Les variables, e.g X;, sont
notées par des lettres majuscules. X; et X; dénotent
respectivement les bornes supérieure et inférieure du
domaine de X; tandis que D(X;) désigne son domaine.
Etant donnée une contrainte C' sur un ensemble de
variables (X1,...,X,), un support de bornes pour C
est un tuple (v1,...,v,) de valeurs qui soit solution
de / qui vérifie C et tel que X; < v; < X, pour toute
variable X;. Une variable X; de C' est dite cohérente
aux bornes (BC) pour C si X; et X; appartiennent a
un support de bornes de C. La contrainte C' est dite
BC(C si toutes ses variables sont BC'.

3 Une contrainte globale pour le lot sizing

3.1 Présentation du probléme et des notations

Le probléme de lot sizing consiste a planifier la pro-
duction d’un unique type de produit sur un horizon
fini de T périodes afin de satisfaire une demande d; a
chaque période t. Le colit de production a une période
t est constitué d’un cofit unitaire p; (colit payé par
produit) et d’un coiit de setup s; payé si au moins
une unité est produite. Le colit de stockage est un
colit unitaire h; payé par produit en stock a la fin de
la période ¢. De plus, la production (respectivement
le stockage) est limitée par des capacités minimales
et maximales oy et oy (respectivement j3; et ;) a
chaque période. L’objectif est de définir un plan

de production satisfaisant les demandes & chaque
période, respectant les capacités et minimisant le
colit global du plan de production. Les notations
utilisées pour la représentation des données et pour
les variables sont résumées ci-dessous :

Parametres :

— T : Nombre de périodes.

— p; € R, : Colit unitaire de production a t.

— hy € Ry : Coiit unitaire de stockage entre les
périodes t et t + 1.

— 8¢ € Ry : Coiit de setup a t (payé si au moins une
unité a été produite a t).

— dy € N : Demande a la période t.

— o, ¢ € N : Quantités minimales et maximales de
production a la période t.

— B, B¢ € N : Quantités minimales et maximales de
stockage a la période t.

— Iy € N : Niveau de stock initial.

Variables :

— X; € N : Quantité produite a t.

— I; € N : Quantité stockée entre t et ¢ + 1.

- Y, € {0,1} : Vaut 1 si au moins une unité est
produite a ¢, 0 sinon.

— C € Ry : Coit global du probléeme.

— Cp € R, : Somme des coiits unitaires de produc-
tion.

— Ch € R, : Somme des cofits unitaires de stockage.

— Cs € Ry : Somme des cotits de setup de produc-
tion.

La figure 1 schématise le probleme, et un modele
mathématique pour ce probléme (L) peut s'écrire :

Minimize C' = Cp + Ch + Cs

L1l) L +X—I,=d Vt=1...T
L2) a<Xi<oy Vi=1...T
Bi<L <B Vi=1...T
Vt=1...T

Cp =1, peX
Ch=S" " hdy
05225:1 5¢Yy
X, eNY, €{0,1} Vt=1...T

)
)
) Xi <@y,
)
)
)

Les contraintes (L.1) sont les contraintes de conser-
vation du flot pour chaque période, les contraintes
(L.2) et (L.3) sont les contraintes de capacités, les
contraintes (L.4) sont les contraintes de setup ; notons
également que le paiement d’un coiit de setup a ¢ (i.e
Y; = 1) n’implique pas forcément une production & ¢
(i.e Xty > 0), ce qui sera utile dans la modélisation



de problémes multi-produits pour lesquels le cofit de
setup est partagé. Finalement, les contraintes (L.5),
(L.6) et (L.7) sont les expressions des différents cofits.

X, Y | P51 X¢, Yy | PeSt Xr, Yr Pr, St
lo /N b T o e dr AN I
> > .- ‘t e
ko 3 hy hey o b, hr_y \J/ hy
dy de) dr

FIGURE 1 — Lot sizing

Notons que cette formulation est plus générale que
la présentation classique du lot sizing car elle inclut
des quantités minimales a produire et a stocker.

Des cas particuliers du probléme (L) on été large-
ment étudiés dans la littérature suivant les différents
parametres pris en compte. En 1958, Wagner et Whi-
tin introduisent le probléme fondateur dans [18], sans
capacités, et le résolvent a ’aide d’un programme dy-
namique en O(T?). Cette complexité a depuis été amé-
liorée en O(T'logT') dans [5, 17, 1]. Le probléme avec
capacités de production constantes et cofits concaves
a été résolu en O(T*) dans [6]. Avec des hypotheses de
cofits linéaires pour le stockage, la complexité a pu étre
abaissée & O(T?) dans [16]. Le lot sizing avec capacités
de stockage mais sans colits de setup est résolu dans
[12] en O(T3) puis résolu avec capacités de stockage
et cofits de setup en O(T?) dans [2].

Les problemes de lot sizing mono-produit avec des
colits non concaves ou capacités de production va-
riables au cours du temps sont eux NP-difficiles [4].

3.2 Sémantique de la contrainte globale

Dans cette section, nous définissons formellement la
contrainte globale. La contrainte porte sur les vecteurs
de variables X = (Xy,...,Xp), I = (I1,...,Ir) et
Y = (Y1,...,Yr) et les quatre variables de cofits Cs,
Cp, Ch et C, ces variables correspondant aux variables
de (L). Enfin 'ensemble des parameétres du probléme
est noté data = {Io} U {(pe, ht, st, di)|t € {1,...,T}}.

Définition 1 LoTS1zING(X, I,Y, Cp, Ch, Cs, C,data)
possede une solution si et seulement si il existe un
plan de production solution de (L) ayant des codts de
production et stockage inférieurs ou égaux d Cp, Cs,
Ch et un coit global inférieur ou égal a C.

Propriété 1 Réaliser la consistance de bornes (BC)
pour la contrainte de LOTSIZING est NP-Difficile.

Preuve : La contrainte LOTSIZING possede un sup-
port de bornes si et seulement si il existe un plan de
production respectant les capacités de production (X,
Xt), les capacités de stockage (I, I;) et les bornes su-
périeures des cofits. Obtenir un plan de production de
cofit inférieur & C seul est un probleme de lot sizing
mono-produit avec capacités qui est NP-difficile [4]. Vé-
rifier si une borne appartient a un support de bornes
est donc NP-difficile et la réalisation de la consistance
de bornes également. O

4 Réalisabilité et élimination des bornes
inférieures de production/stockage

Les relaxations proposées dans la suite de 'article

n’ont & notre connaissance pas été traitées auparavant
sur ce type de probléme, en particulier I'utilisation du
Weighted Interval Scheduling Problem présentée a la
section 5.2.
On ignore dans un premier temps le respect des bornes
supérieures des cofits : I’algorithme 1 effectue la consis-
tance de bornes des équations (L.1) I;_1+X; —I; = d;
et détecte si le probléeme est réalisable du point de vue
des capacités et de la demande.

Algorithm 1 testerRealisabilite
1: boolean modif < true
2: while modif do
3 modif + false

4: fort=1...T do

5

6

modif < modif V majBornes(t)
: end algorithm

L’algorithme majBornes(t) met & jour les bornes
des variables X; et I; pour une période donnée et ren-
voie un booléen qui indique si une des bornes a été
modifiée. Les mises a jour a t sont les suivantes :

Xy 2d L+l

- Xi<di—Lia+1;
~L>—di+ L 1+ Xeet [y >dipr + Ly — X
L <—di+ L+ Xpet Iy <dpyr + i — X

Propriété 2 Il y a équivalence entre :
1. LOTSIZING posséde un plan de production respec-
tant les capacités de stockage et de production.
2.Vt € {1.T},D(Xy) # 0 et D(Iy) # 0 aprés Uexé-
cution de l'algorithme 1.

Preuve :

Cas 1 = 2 : direct.

Cas 2 = 1 : Supposons que les bornes et variables X,
et I; ont été mises a jour par I'algorithme 1. Construi-
sons par récurrence une solution réalisable. On pose



Algorithm 2 ecouler

Algorithm 3 transformerProbleme

Entrée : Q, ¢
1t
while @) > 0 do
d; + max{0,d; — Q}
Q<+ Q—d
if @ > 0 then
II+L-Q
I! + max{0,1; — Q}
1+ 1+1
end algorithm

X1 = X et Iy = I; qui vérifient la conservation du
flot (d; est satisfaite) et respecte les capacités a t = 1.
Supposons qu’on dispose d’une solution réalisable pour
les périodes 1,...,t — 1 telle que I;_1 = I;_1. On ob-
tient une solution réalisable pour ¢ en posant :

(a) Xt :dt +£—It71 et (b) It :é

On vérifie la conservation du flot & ¢ (satisfaction de
la demande assurée par (a)) et si X; ne viole pas la
capacité de production. Or d’apres l'algorithme 1 :

Li>—di+La+Xpet 1 >di+ 1 — X,

En remplagant I; dans (a) on vérifie que X; > X,

et en remplacant I,_; on vérifie X; < X;. O

Dans la suite, on suppose que les contraintes de
conservation du flot (I.1) ont été propagées jusqu’au
point fixe (consistance de bornes) ainsi que les
implications X; >0 = Y; =1 (L.4). On note P le
probleme correspondant.

Afin de simplifier les algorithmes de filtrage, P peut
étre transformé davantage en supprimant les bornes
inférieures sur la production et les stocks. L’idée est
que s’il existe t tel que X; > 0, on peut écouler X; sur
les demandes suivantes - c’est-a-dire que X; satisfait
un certain nombre de demandes a partir de ¢. De méme
si Iy > 0, on peut reporter I; sur les périodes suivantes.
Cette quantité doit alors étre produite a une période
précédente. On ignore laquelle mais cela revient a aug-
menter d; de I;.

Le probleme obtenu apres transformation est
noté P’ et ses variables et paramétres sont notés
X,y cy,Ccrn,Cs,C"p' K, s, d. Lalgorithme 2
permet d’écouler une quantité donnée @ sur les de-
mandes a partir de la période ¢ donnée. L’algorithme
3 permet de transformer P en éliminant les bornes in-
férieures des variables X et I;. Ainsi on s’assure que P’
vérifie : X{ =0, I] = 0 et ¥; = Y/. La transformation
affecte également les cofits de setup et les demandes.

La figure 2 donne un exemple de transformation de
P sur un horizon T' = 3. Les nombres entre crochets
représentent le domaine de X; et I;. La premiere étape

1: fort=1...T do

if ¥; > 0 then
s+ 0

if X; >0 then
XX - X,
X/ <+0
ecouler(Xy,t)

if I; > 0 then
LT
Ij]+0

12: ecouler(ly,t+ 1)

— =
= O

13: end algorithm

consiste & éliminer la quantité minimale a produire a
la période 1 en I’écoulant sur les demandes suivantes.
La deuxiéme étape permet d’éliminer la quantité mi-
nimale a stocker entre les périodes 2 et 3 en 1’écoulant
sur la demande suivante. On observe bien qu’alors la
demande ds est augmentée (fleche plus large). La der-
niére étape permet d’éliminer la borne inférieure de
X3 en diminuant la demande d3.

Propriété 3 A toute solution optimale de P corres-
pond une solution optimale de P’ de cotit égal au cotit
optimal de P plus une constante.

Preuve : Ecouler X, sur les demandes suivantes per-
met de prendre en compte un coiit de production qui
est obligatoire dans P sans affecter les variables de dé-
cision du probleme. De méme, on peut écouler I; sur
les demandes suivantes et ainsi comptabiliser un cofit
de stockage obligatoire. Afin d’éviter de prendre une
décision quant au cofit de production induit par cette
quantité, on la reporte sur la demande dy, ce qui assure
la conservation du flot a t. O

En supprimant les bornes inférieures de production
et de stockage, il faut comptabiliser les cofits qu’on a
été obligé de payer. Définissons Cp,,;,, Chmin, CSmin
et Chnin, les colits a comptabiliser apres le changement
de variable. On rappelle qu’on suppose que la consis-
tance de bornes sur les équations du flot a été atteinte.

Cpmin = Z?:l pt&

Chomin = Sty huly

CSmin = Zt\g:l St

Crmin = CPpin + Chimin + Cspmin

Les relations entre les variables de P et P’ per-

mettent de propager les bornes obtenues par la suite
avec P’ dans P :
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FIGURE 2 — Exemple de transformation avec T' = 3

Cp = Cp' + Cp,,ipn, et Ch = Ch' + Chypin
Cs = Cs' 4+ Cspmin €t C =C" + Cin

5 Calcul de bornes inférieures des colits
et filtrage

Le probleme P’ reste NP-difficile et on étudie dif-
férentes relaxations pour calculer des bornes sur les
cofits et les variables afin de les propager dans P.

5.1 Bornes sur C’

Une premiére relaxation porte sur les cofits de setup
en les répartissant sur toute la capacité de production
a chaque période. On pose p; = p; + % si X; >0

t
et p; = p; sinon. Dans le cas ou 'on produit & pleine

capacité a t, on va payer ptf{ + s}, sinon on ne va
payer qu’une fraction du coit de setup. Il s’agit donc
bien d’une borne inférieure du cofit de production a la
période t.

On définit le graphe G = (V, E) (cf. figure 3) tel que :

— V est composé de T + 2 neceuds, un noeud t pour
chaque période, une source s et un puits p.

— FE est composé de 3T — 1 arétes. Chaque nceud ¢
posséde deux arcs sortants : (¢, p) avec un cofit nul
et une capacité d} ainsi que (¢,t+ 1) (sauf pour
T) avec un cout h; et une capacité I]. Enfin T
arcs (s,t) partent de la source vers chaque noeud
t avec un colit p; et une capacité Yt’

Notons Cjotprs le colit minimal d’un flot de quan-

tité Zf:l d entre s et p.

T
'
E d'
4 t=1

I'r_1,hr_q)

y

1,hy) Ty hy—q) 2 (' hy)
v _’Ctp_' (

(d,tl 0)

FIGURE 3 — Graphe G pour une borne inférieure de C’

Propriété 4
C' > Cyiotpas

Preuve : Toute solution de P’ est un flot réalisable
dans G. d

On peut propager une deuxiéme borne sur C’ en
s’appuyant sur Cs’ et sur une borne prenant en compte
uniquement les cofits unitaires de production et de
stockage. Cette borne est calculée en faisant circuler
Zthl d} unités de flot dans un graphe G5 défini comme
G mais avec p; = p;. Ce nouveau réseau permet de
prendre en compte tous les coiits a ’exception du se-
tup. Soit C'tjoepr le cotlit optimal du probléme de flot
sur G3. On a alors

C" > Chiotpr + Cs'



5.2 Borne sur Cs’

Le probleme est difficile dés que des capacités de
production et des cotits de setup sont présents.

Propriété 5 Le probleme (L) avec hy = py = Bt =
a; =0 et By = +oo est NP-difficile.

Preuve :

La réduction se fait a partir du probleme Sac-a-dos :
Entrée : n objets de poids w;, de valeurs v;. Deux en-
tiers V et W.

Question : Existe-t-il un ensemble S d’objets tel que
Yiegvi>Veet Y qw <W?

On pose s; = wy, Xy = v, Vt = 1... T et d =
{0,..,0,V}. On cherche un plan de production tel que
Doies Xt > Vet ZteS‘XQO s¢ < W. N’importe quelle
solution du lot sizing est équivalente a une solution
ou l'on produit a pleine capacité. On peut donc se
restreindre a cet ensemble de solutions. La transfor-
mation est polynémiale. Une solution au probleme de
sac-a-dos est aussi solution du lot sizing. Et inverse-
ment une solution du probleme de lot sizing est une
solution du sac-a-dos. g

Nous proposons une approche par programmation
dynamique pour obtenir une borne inférieure de Cs’.
L’idée est d’associer une borne inférieure du coiit de
setup a chaque sous-plan de production possible et de
chercher un ensemble de sous-plans disjoints maximi-
sant la somme de ces valeurs.

On considere un sous-plan de production, c’est-a-
dire un intervalle de périodes [t1,t2] (t1 < t2). On
cherche & borner le nombre minimum de périodes de
production n:, dans un tel sous-plan pour obtenir
une borne inférieure wy,+, du colit de setup nécessaire
a lintervalle [ty, to].

Les périodes entre t; et to sont simplement ordon-
nées par capacités de production décroissantes d’une
part et par coiits de setup croissants d’autre part. On
considére donc un ordre 71, ...,V —t;+1 des périodes
de sorte que : Xo=2 Xi/tzitIH

Et un ordre 41,...,0:,—¢,+1 des périodes de sorte
que : s <o <S5, 4

Pour estimer la quantité minimale a produire sur
[t1,t2], on suppose que le stock maximum possible
arrive en t1 et le stock minimum possible est laissé
en ty d.e. que Ij , = I{ 4 et I{, = 0. De plus, on
suppose que la production est maximum aux périodes
déja actives et ainsi couvrir Qy, ¢, = Zte[tl,tz]\Y,f:l X

unités. Pour couvrir la demande restante dans [t1, to]
il faut donc activer au moins n;,, périodes :

Nty = mln{k ‘ ZXi'Iy] > Z dy — 141,1 - Qtl,tz}
j=1

t=t1

Le cofit de setup minimum nécessaire au sous-plan
[t1,t2] est simplement la somme des ng ¢, plus petits
coiits de setup des Y’ non instanciés (|D(Y/)| = 2)

soit :
wtlf,g = E 56j

J=1,nt gt | |D(Y(5’j)\:2

Tous les sous-plans possibles (il y en a donc
@) sont ordonnés par dates de fin crois-
santes d’abord puis dates de début croissantes
11,2],[1,3], 2,3], [1, 4, [2.4],[3,4], ... [T — 1,T]. Pour
le i€ sous-plan correspondant & Uintervalle [ty t5] on
note w; la borne inférieure de son coiit de setup c’est
a dire w; = wy,¢,. On remarque que n’importe quel
ensemble de sous-plans disjoints permet d’obtenir une
borne inférieure du cofit de setup global en considérant
la somme des w; associés a ces sous-plans disjoints.
Pour obtenir la meilleure borne inférieure selon ce
principe, on cherche donc un ensemble S de sous-
plans disjoints qui maximise ), ¢ wy. Ce pro-
bleme est précisément le Weighted Interval Schedu-
ling Problem [9]. Il s’agit d’un probléme polyndmial
résolu dans le cas général en O(nlogn) (avec n le
nombre d’intervalles), en s’appuyant sur un tri des in-
tervalles en O(nlogn) et un programme dynamique
de complexité linéaire O(n). Dans notre cas, les inter-
valles sont déja ordonnés et l'algorithme de program-
mation dynamique peut donc étre appliqué en O(T?).
On considere l'ordre des intervalles indiqué plus haut
et on note f*(i) le poids maximum possible avec les
i premiers intervalles. En considérant f*(0) = 0, on

peut écrire pour tout i =1,..., -1 que :

£(0) = max(f*(i — 1), *(pi) + wi)

ol p; est le plus grand entier, plus petit que ¢ (donc
p; < i), tel que les intervalles p; et i sont disjoints.
Ainsi p; est le premier intervalle avant le i€ et com-
patible temporellement avec le i®™¢. Par exemple [3, 4]
est le 6°™¢ intervalle et pg = 1 car [1,2] est compatible
avec [3,4] mais [1, 3] ne l’est pas. On cherche donc la
valeur Cgyns = f*(@)

Propriété 6
075/ > CdynS

Preuve : La validité s’appuie sur deux éléments. wy, +,
représente une borne inférieure sur le cotit de setup du
sous-plan [t1,t2]. De plus, n’importe quel ensemble de
sous-plans disjoints permet d’obtenir une borne infé-
rieure du cofit de setup global en considérant la somme
des w; associés a ces sous-plans. O

5.3 Borne sur Ch

Pour obtenir une borne sur le cofit de stockage, on
relache les cotits de setup et les cofits unitaires de pro-



Algorithm 4 produireAuPlusTard

1: CglouH +~0

2: fort=1...T do

3: UBX; < X;

4: fort=T...1do

5: Q « d;

6: 141

7: while @ > 0 do

8: if i #t then

9: CglouH — C'glouH + th
10: prod < min{Q,UBX,;}
11: Q<+ Q —prod
12: UBX,; «+ UBX; — prod
13: 141—1
14: end algorithm

duction (i.e. s} = p} = 0). Ce probléme relaxé est poly-
nomial et il suffit d’un algorithme qui produit chaque
demande au plus tard en respectant les capacités (voir
algorithme 4). Cet algorithme est présenté en O(T?)
par souci de clarté mais peut aussi s’écrire en O(T').
Soit Cyiour le colit optimal de ce probleme relaxé :

Lh/ > C'glouH

5.4 Borne sur Cp’

On définit le graphe G comme G (cf. 5.1) avec
pr = pt et hy = 0. Le colit minimum d’un flot de
Zthl dj unités sur ce graphe donne une borne sur le
colit unitaire de production.

Soit Cyiotp le colit optimal de ce probléme de flot.
On a alors

Cp' > Crioep

5.5 Filtrage par coliits réduits

Rappelons que nous faisons I’hypothese ici qu’'une
solution réalisable existe (il existe ainsi un flot réali-
sable pour le réseau G) et qu'il n’y a pas de bornes
inférieures sur les quantités & produire et & stocker.

La résolution du flot de colit minimum fournit & I’op-
timum des cofits réduits pour les arcs de production
i.eles arcs (s,t) de G et les arcs de stockage entre deux
périodes consécutives i.e les arcs (t,t + 1). Ces coiits
réduits peuvent étre utilisés pour filtrer les bornes des
variables X et I] comme dans [7].

Considérons un arc de stockage (t,t+1) € E. Son cofit
réduit est défini par :
tt+1)=h+m(t+1) —n(t)

avec 7(t + 1) (resp. m(t)) la valeur du plus court
chemin de s a ¢ + 1 (resp. t) dans le graphe résiduel
Gy du flot optimal. On rappelle que Cfio¢prs est le

colit du flot optimal et on pose Itf la valeur du flot

optimal sur larc (¢,t + 1). Le cotlit réduit ¢™(¢,t + 1)
représente la variation de z pour une variation de I}
d’une unité.

Ainsi dans le cas ot ¢™(t,t+1) > 0, ona I =0
(conditions d’optimalité du flot) et on peut mettre a
jour la borne supérieure de I] en appliquant :

CflotPHS + k™ (t,t+1) > C = T{ <k

Si au contraire ¢™ (¢t + 1) < 0 alors I/ = I/ et on

peut mettre & jour la borne inférieure de I :
CtiotrPHS — kc™(t, t+1) > C = Ié > Té— k

Dans le cas o 0 < Itf < I7, le cofit réduit est nul et
aucun filtrage ne se produit. Les variables de produc-
tion X sont filtrées de la méme maniére en utilisant
les cofits réduits des arcs de production (s, t).

5.6 Récapitulatif

Le tableau 1 recense les différentes bornes concer-
nées, les valeurs propagées ainsi que les parametres
pris en compte.

Bornes | Valeur Xe | It | pe | he | st
o Criotpas | vV |V |V | V | V
CtlotPH ViIivIivI]Y
+ Cs'
Cp' | Criotp VvV
OW | Cyloun vV v
Cs' Cayns v v

TABLE 1 — Récapitulatif des bornes

Les algorithmes de filtrage décrits ci-dessus sont uti-
lisés dans Palgorithme de propagation (algorithme 5)
de la contrainte globale.

Algorithm 5 Propager
testerRealisabilite() - Section 4
transformerProbleme() - Section 4
filtrerCs() - Section 5.2

filtrerCh() - Section 5.3
filtrerCp() - Section 5.4

filtrerC() - Section 5.1
filtrerCoutsReduits() - Section 5.5

6 Expérimentations

6.1 Résolution du probléeme par programmation
par contraintes et PLNE

Une fois les instants de production décidés (i.e.
une fois que les Y; sont fixés), le probléme devient
facile et est résolu en O(T?) grice a lalgorithme
de flot sur le réseau G défini & la section 5.1. Il



suffit donc de brancher uniquement sur les variables
Y;. Pour le moment, le branchement est chronologique.

L’implémentation est réalisée en JAVA sur Choco
3.0 [14] sur des instances générées aléatoirement. Le
probléme traité étant résolu facilement par la PLNE,
les benchmarks existants sur le lot-sizing visent plu-
tot les problemes avec plusieurs types de produits ou
plusieurs niveaux (un produit et ses constituant dé-
finissant une nomenclature du produit). Les modéles
PLNE sont résolus par ILOG CPLEX 12.5. Deux mo-
deles PLNE sont utilisés a titre de référence : le modele
agrégé (AGG) du lot sizing (cf. modele présenté a la
section 3.1) et le modele facility location (FL) [10]. De
plus nous renforgons ces modeles en utilisant les bornes
obtenues apres le point fixe sur les contraintes de flot
ce qui renforce leur relaxation linéaire (RL). Bien que
la relaxation linéaire du modele FL soit meilleure que
celle du modele AGG, le grand nombre de variables
I’empéche de fournir des solutions en un temps raison-
nable. Nous comparons donc seulement les modeles
PPC et AGG. Les résultats du modele simple de PPC
consistant a poser la décomposition de la contrainte
globale ne sont pas présentés car ce modele n’est ab-
solument pas compétitif.

6.2 Benchmarking et tests

La génération d’instances se fait de la facon sui-
vante : Les colits de stockage sont constants et égaux
a 1. Les cotits de setup et les coiits unitaires de pro-
duction sont générés a l'aide de 2 parametres : e et 6.
e représente le cotlit total unitaire de production (i.e.
le cofit unitaire si la capacité de production est sa-
turée). On le fixe & e = 10. 6 € [0, 1] représente la
part du cofit de setup par rapport au cofit unitaire
de production. Le cotit de production total & ¢ (i.e. e
fois la capacité de production) sera donc di pour 6 a
son colit de setup et pour 1 — 6 a son colit unitaire
de production. Pour chaque période, 6 est pris aléatoi-
rement de facon uniforme dans un intervalle [§,6]. La
demande est générée selon une loi uniforme dans I'in-
tervalle [davg — 0, davg +0]. Les capacités de production
et de stockage sont constantes et peuvent satisfaire
2.5davg. Les cing classes évaluées sont les suivantes :

— C1 : dayg = 1000, § = 100, 6 € [0.8,1], T = 40
— €2 : dayg = 1000, § = 500, 6 € [0.4,0.6],T = 40
— 03 ¢ dyyg = 1000, & = 100, 0 € [0.8,1], T = 80
— C4 : dayg = 1000, § = 500, 6 € [0.4,0.6], T = 80
— C5 : dayg = 1000, § = 10, 6 = 0.5, T = 80

La limite de temps est fixée a 1 minute d’exécution.
Le tableau 2 présente les résultats par classe et al-
gorithme. Il indique l’écart moyen a la valeur opti-
male en % (AvgG) de la meilleure solution trouvée,
le nombre de preuves d’optimalité effectuées (#R),

le temps moyen de résolution en secondes (CPU),
le nombre moyen de nceuds explorés (Search) et le
nombre de solutions optimales trouvées (#Opt).

PPC
CL | T AvgG #R | CPU | Search | #Opt
Cl | 40 | 0.15% 0 60.00 | 72449
C2 | 40 | 0.30 % 0 60.01 | 69117 4
C3 | 80 | 0.83 % 0 60.01 | 31015 1
C4 | 80 | 0.68 % 0 60.02 | 27911 0
C5 | 80 | 0.13% 0 60.01 | 36411 1
AGG
CL | T AvgG #R | CPU | Search | #Opt
Cl | 40 | 0.00 % 10 0.45 1955 10
C2 | 40 | 0.00 % 10 0.26 1143 10
C3 | 80 | 0.00 % 10 2.07 3663 10
C4 | 80 | 0.00 % 10 2.30 3919 10
C5 | 80 | 0.00 % 10 3.54 6736 10

TABLE 2 — Comparaison des modeles PPC et AGG

Le tableau 3 montre pour chaque classe d’instances
considérée I'écart moyen des différentes bornes sur C
par rapport & Poptimal (en %). Les deux derniéres
colonnes montrent les bornes au noeud racine (BNR)
du modele AGG et sa relaxation linéaire (RL).

CL | Criotpas | Criotpa | Criotp+| AGG | AGG
+ Ctourr+| BNR | RL
CdynS CdynS

C1 10.67% 13.03% 17.07% 3.13% | 10.67%

C2 8.83% 12.89% 16.97% 1.43% | 8.83%

C3 9.79% 14.32% 18.55% 2.32% | 9.79%

C4 9.03% 14.16% 18.45% 1.77% | 9.03%

C5 9.37% 8.57% 8.57% 1.43% | 9.37%

TABLE 3 — Comparaison des bornes au nceud racine

On observe bien que Cyiotp + Cyiourr + Cayns est
dominée par Cfotpas. On calcule tout de méme cette
borne car on a besoin de Cyio¢p et de Cyioum pour fil-
trer Cp et Ch. Par ailleurs, comme on informe AGG
avec les capacités obtenues apres la consistance de
bornes au nceud racine, la relaxation linéaire de AGG
est bien identique & CYoeprs. Enfin, on remarque
qu’avec des cofits s; et p; variables (classes C1 & C4), la
borne Cfot prs domine la borne Cfior pr +Cayns. Cela
vient du fait que le calcul des bornes inférieures sur les
sous-plans (wy,+,) est encore trop faible et prend mal
en compte la variabilité des coiits de setup. Ce n’est
pas le cas sur C5 ou ces coiits sont constants.

Le modeéle AGG reste plus efficace a ce stade sur
ce probléme pur (en particulier pour réaliser la preuve



d’optimalité), les coupes extraites au noeud racine lui
donnent une borne initiale tres forte.

7 Utilisation de la contrainte globale dans
des probléemes multi-items

Cette section illustre I'utilisation de la contrainte
globale proposée au travers de trois problemes multi-
produits NP-difficiles. Ces problemes font tous appa-
raitre des sous-problemes de lot sizing mono-produit
avec des contraintes liantes provenant soit des capaci-
tés, soit des cofits, soit d’un entrepot intermédiaire.

Dans chacun, on cherche a planifier la production
de N types de produits indicés par n = 1...N. Les
variables introduites dans le lot sizing mono-produit
sont maintenant indicées par n. Chaque produit de
type n voit une demande d,; pour ¢ € 1...7T. La
production d’un produit n induit un cofit de setup
Sn,+ et un colit unitaire p, . en période t. Enfin, le
stockage d’un produit n d’une période ¢ a la suivante
induit un colt de stockage hj, . Les autres variables
sont indicées suivant le méme principe.

7.1 Lot sizing multi-produits avec capacité de pro-
duction commune

Ce premier probléme [3] consiste & planifier la
production de N types de produits sur une méme
ligne de production ayant la capacité de produire
une quantité maximale @; en période t, tous produits
confondus. Le modeéle s’écrit :

N
Cglobal = Zn:l Cn

1) SN X, <a Vi=1...T

Vn=1...N
(3) XnalneNT Vnle
(4) Y, e{o0,1}" Vn=1...N

Cp, Ch, Cs,C € Rﬁ

7.2 Joint Replenishment Problem

Dans le Joint Replenishment Problem (JRP), des
économies d’échelle sont réalisées si 'on commande
(ou fabrique) plusieurs produits a la fois [11]. La
production d’au moins un produit en période t
engendre un cotit de setup majeur s;. On appellera
colit de setup mineur le colit de setup s, ; associé a
la production d’un produit de type n.

Soit Y; la variable binaire de setup valant 1 si au
moins un produit n a été fabriqué a ¢, 0 sinon. Le

LoTS1zING(X,,, I, Yy, Cp,,, Chy, Cs,, Cy, datay,),

modele s’écrit :
C’global = 2712;1 Cn + ZZ:l StYYt
(1)

Vn=1...N
(2) Ypi=1=Y,=1 VYn=1..N,Vt=1...T
(3) Xn,IneNT' Yn=1...N
(4) Cp,Ch,C,Cs e RY
(5) Y e{o,1}T

7.3 One-Warehouse Multiretailer Problem

Le One-Warehouse Multiretailer Problem (OWMR)
est une généralisation du JRP [15]. Un entrepdt central
(warehouse) noté 0 approvisionne N détaillants (retai-
lers) indicés par n = 1... N (voir figure 4). Chaque
détaillant a les mémes caractéristiques que le pro-
bléme mono-produit présenté en section 3. Les quanti-
tés commandées par les détaillants sont bornées par les
stocks disponibles & I’entrepdt central. Les parametres
et variables caractérisant ’entrepot sont indicés par
0 : S04, Pot, hot, etc. La quantité commandée X ¢
par I’entrepdt n’est pas bornée.

\
1

1

1

1
1
1
1
1
1
1
v

FIGURE 4 — Représentation schématique du probleme
OWMR a une période t.

En s’appuyant sur la contrainte de LOTSIZING le
modele s’écrit :

LoTS1zING(X,,, I, Yy, Cp,,, Chy, Csy,, Cy, datay,),



Cylobal = ZnN:1 C, + Zle (pO,tXO,t + 50,4Y0t + ho,tfo,t) [4] Gabriel R. Bitran and Horacio H. Yanasse. Computa-

(2) X07t>0:>Y0,t:]. Vt=1...T
(3) Ioi—1+ Xou = 25:1 Xnyt + Lo

Vt=1...T

(4) LorS1zING(X,, I, Ya, Cp,,, Chy, Csy, Cy, datay,)
Vn=1...N

(5) X,,I,eN'Y,€{0,1}T Vn=1...N

(6) C,Cp, Ch,Cs e RY
La contrainte (3) est la contrainte de conservation du
flot & I’entrepot.

8 Conclusion et perspectives

Dans un premier temps, nous proposons une
contrainte globale pour la résolution d’un probleme de
lot sizing mono-produit tres général. Nous étudions
la complexité de la contrainte et proposons un cadre
(réalisabilité et simplification du probléme) pour
réaliser le filtrage. Plusieurs bornes inférieures sont
données dont une borne équivalente a la relaxation
linéaire d’'un modele classique PLNE et une borne
originale focalisée sur les cofits de setup. Nos résultats
expérimentaux préliminaires valident cette premiere
étape. La suite de 1’élaboration de cette contrainte
portera sur la généralisation des algorithmes de calcul
de bornes et le filtrage des variables de décision
qui est encore incomplet. Par ailleurs, nous n’avons
pas encore exploré les relaxations des capacités de
production et de stockage.

Dans un deuxieme temps, nous montrons l'intérét
de cette contrainte pour modéliser de nombreux pro-
blemes multi-produits pour lesquels la PLNE est mise
en échec. Nous pensons que la programmation par
contraintes peut étre plus adaptée pour intégrer les
contraintes couplantes. Nous comptons également étu-
dier cette approche sur des réseaux logistiques plus
complexes grace a des reformulations en stocks éche-
lon [19].
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